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Vorwort. 



Band III der Elemente der Stereometrie behandelt 
zonächst die Guldinschen Kegeln nnd ihre Ver^ 
allgemeinerangen. Bei den letzteren waren einige Ein- 
schaltungen über Ranmkorven nötig, die sich auf Schmiegungs- 
ebenen, Erttmmungskreise, Erümmungsachsen, Hauptnormalen, 
Binormalen, Tangenten, rektilSzierende Geraden und die von 
ihnen gebildeten Flächen beziehen. Die Schreibweise der 
höheren Analysis wurde dabei auf das strengste vermieden, 
so dafs es sich hier, wie in späteren Abschnitten, um 
Differentialgeometrie im eigentlichen Sinne handelt. 
Es zeigt sich, dafs man z. B. den Satz von Laueret, die 
Sätze über die rektifizierenden Ebenen, über die Schmiegungs- 
kugeln und dergl. ganz elementar behandeln kann. 

Die Animosität, mit der einige Analytiker der Elemen- 
tarisierung solcher Gebiete entgegentreten, kann ich nicht 
als gerechtfertigt anerkennen. „Geometrica geometrice^ sage 
ich mit Schell, dessen vortreffliche „Allgemeine Theorie 
der Kurven doppelter Krümmung in rein geometrischer Dar- 
stellung" (2. Aufl. 1898, Leipzig bei Teubner) zwar die 
Differentialbezeichnungen benutzt, aber diese an allen Stellen 
entbehren könnte, ohne schleppend zu werden, ebenso, wie 
sie bei den Stein er sehen Arbeiten vermieden sind. 

An durchgeführten Beispielen für Inhalts- und Mantel- 
berechnungen, für die Bestimmung der Schwerpunkte für 
Kurven und Flächen — die Körperschwerpunkte sollen erst 
im Schlufsbande berücksichtigt werden — bietet der erste Ab- 
schnitt mehr als jedes mir bekannt gewordene Elementarwerk. 

Einige Einschaltungen aus der Geometrie der Ebene, 
die in den elementaren Lehrbüchern fehlen, mufsten hier 
hereingezogen werden, z. B. die Krümmungskreise der Kegel- 
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IV Vorwort. 

schnitte und gewisse komplexe Schreibweisen, die die be- 
kannten Analogieen zwischen Kreis und gleichseitiger Hyperbel 
aufklären In einem späteren Abschnitt mufsten auch die 
Eigenschafken der logarithmischen Spiralen und Doppel- 
spiralen abgeleitet werden. 

Unter anderem gelang es, die Fläche des Drehungs- 
paraboloids und die Schwerpunkte der Parabelbogen elemen- 
tar zu bestimmen. Die Methode wird im Schlufsbande dahin 
verallgemeinert werden, dafs jeder ebenen Kurve sich zwei 
Flächen derart zuordnen lassen, dafs die Formeln für die 
Rektifikation der Kurve und für den Inhalt der Fläche 
identisch werden. Es handelt sich also um ein für die 
Ausdehnung der Elemente wichtiges und allgemeines Prinzip. 
Die Schwerpunktskoordinaten des Bogens stimmen mit je 
einer der Schwerpunktskoordinaten der beiden Flächen 
überein. 

Auch die verschiedenen Anwendungen der Guldinschen 
Regeln auf Schraubengewinde sind von einigem Interesse. 
Im Anschlufs an diese geht der zweite Abschnitt «u Unter- 
suchungen über Schrauben flächen über, wobei sich 
zeigt, dafs die Bo urschen Sätze über die Möglichkeit der 
Abwickelung der Schraubenflächen auf bestimmte Drehungs- 
flächen der elementaren Behandlung fähig sind. So werden 
z. B. die Schraubenregelflächen im allgemeinen auf 
das Drehungshyperboloid (mit einem Mantel) ab- 
gewickelt, die Minimalschraubenregelfläche als Aus- 
nahme auf das Katenoid, die abwickelbare Schrauben- 
regelfläche auf die doppelt bedeckte Ebene (aufser- 
halb eines Kreises) als Sonderfall des Hyperboloids. Dadurch 
ist zugleich die Möglichkeit der konformen Abbildung 
auf den Parallelstretf und die Ebene nachgewiesen, damit 
auch die Möglichkeit, die Geometrie der Ebene, 
namentlich die Geometrie der Lage, auf die ge- 
nannten Flächen zu übertragen. An den Beispielen 
des Katenoids und der Minimalschraubenröhrenfläche wird 
diese Art der Übertragung ausführlich durchgeführt, damit 
der Leser einen Einblick in diese schönen Gebiete erhalte, 
die in Elementarwerken in der Regel auf den Cylinder, den 
Kegel und die Kugel beschränkt werden. Der Koordinaten- 
zusammenhang wird auf Tabellen übersichtlich zusammen- 
gestellt. Die Dupinschen Cykliden werden schon im 



Vorwort V 

ersten Bande in „Qaadrate^^ eingeteilt and damit auf das 
Rechteck abgebildet. Also auch hier zeigt sich die Möglich- 
keit einer Differentialgeometrie, die ganz unabhängig von 
der Sprache der höheren Analysis ausgebaut werden kann. 
Die Lehre von den Isothermenscharen, von den Strom- 
und Niveaulinien stationärer elektrischer Strö- 
mungen auf den genannten Oberflächen läfst sich also eben- 
falls elementar behandeln. Das Gebiet meiner Potential- 
theorie in elementarer Darstellung (Leipzig, bei 
Teubner) ist daher einer grofsen Ausdehnung fähig. 

Die Schraubenflächen spielen zwar in der darstellenden 
Geometrie eine bedeutungsvolle Solle, die wichtigeren auf 
ihnen verlaufenden Kurven werden aber in den Lehrbüchern 
nur selten dargestellt. Gerade die beiden Scharen von 
Erümmungslinien und die Scharen von Schraubenlinien und 
deren Orthogonalkurven nebst den Diagonalscharen geben 
die dankbarsten Übungen und lassen die Flächen in geradezu 
überraschender Weise plastisch erscheinen. Man vergleiche 
dazu die Zeichnungen der abwickelbaren Schrauben- 
regelfläche und vor allem der Schraubenröhrenfläche. 
Bei den Schraubenröhrenfiächen spielen die vom Verfasser 
eingeführten Krümmungscykliden eine wichtige Bolle. Sie 
ermöglichen eine einfache Untersuchung der Krümmungs- 
linien und des Gaufsschen Krümmungsmafses. 

Der dritte Abschnitt behandelt kurz die Inversions- 
verwandten der Schraubenflächen und der auf ihnen ver- 
laufenden Kurvenscharen. Die Krümmungscykliden gehen 
dabei in Dupinsche über. Dabei ergeben sich zahlreiche 
Übungsaufgaben für die darstellende Geometrie, 
die zur Kräftigung des räumlichen Vorstellungsvermögens 
dienen mögen. Am Schlufs werden einige Bemerkungen 
über Transformationsgruppen im Sinne von Lie 
gemacht. 

Da bei der Inversion die einbeschriebenen Kugeln der 
Schraubenröhrenfläche zwar Kugeln bleiben, aber ihre Gröfse 
verändern, so ist es jetzt am Platze, die Böhrenflächen 
zu verallgemeinern, d. h. solche mit gesetzmäfsig 
veränderlicher Kugel zu untersuchen. Als schönstes 
Beispiel drängt sich von selbst die Gruppe der loga- 
rithmischen Spiralröhrenflächen und ihrer Inver- 
sionsverwandten auf, denn die auf den ersteren ver- 



VI Vorwort. 

laufeDden Eegelloxodromen geben bei der Projektion auf 
die Symmetrie-Ebene logarithmische Spiralen einer Schar, 
die sich bei der Inversion von einem Punkte der Ebene aas 
in Bicirkolarspiralen (logarithmische Doppelspiralen) ver- 
wandeln. Die Ej'eisschnitte and die einbeschriebenen Engeln 
bleiben solche and definieren die neuen Flächen, deren 
Erttmmungslinien nun leicht zu behandeln sind, während die 
Eugelloxodromen in Loxodromen gewisser Cykliden oder in 
Loxodromen der Bilder gewisser Cylinder mit spiralischer 
Grünfläche übergehen. Die Inversion von beliebigen Punkten 
der Ebene aus giebt drei Haupttjpen solcher Flächen, die 
sich bequem durch Modelle veranschaulichen lassen. Macht 
man aber einen beliebigen Baumpunkt zum Inversionscentram, 
so verwandeln sich die Doppelspiralen in gewöhnliche oder 
verallgemeinerte Eegelloxodromen, und an die Stelle der 
Symmetrie gegen die Ebene tritt Inversion gegen die aus 
ihr entstehende Engel. Die Ereisschnitte als solche bleiben 
erhalten. Damit entstehen die allgemeinsten Formen dieser 
transscendenten Flächen, ttber die ich vor Jahren im Journal 
für reine und angewandte Mathematik berichtete. Die 
EjTÜmmungscykliden (Dupinscher Art) sind auch bei ihnen 
ein wichtiges Hilfsmittel der Eonstruktion und Untersuchung. 
Die Figuren 120, 122, 123, 124, 125 deuten einige der 
Formen an, die für die darstellende Geometrie geradezu 
prachtvolle Übungsaufgaben darbieten. Beiläufig sei als 
Ergänzung folgende Aufgabe empfohlen. Man biege die 
Hälfte der Figur 122 zu einem Eegel mit dem Sektor- 
winkel 180^ um, so, dafs der Schnittpunkt der beiden Ge- 
raden zur Spitze wird. Dabei schliefsen sich die Eurven 
so einander an, dafs die Eegelfläche in ein System von 
Quadraten eingeteilt wird, nicht nur durch die umgebogene 
Doppelschar von Ereisen, sondern auch durch die beiden 
Systeme von Doppelspiralen. Durch die ganz elementar zu 

behandelnden konformen Abbildungen Z = y z ^ Z=y z y 

n 

Z = yz kann man statt des Sektorwinkels 180^ einen 
beliebigen anderen erhalten, also ein ganz allgemeines 
System von Isothermen auf den Eegelflächen her- 
stellen. Der Eegel ist leicht durch Inversion in Cykliden 
besonderer Art zu verwandeln. Damit ist eine neue Gruppe 
interessanter Übungsaufgaben fttr die darstellende Geometrie 
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und die mathematische Physik geschaffen. Schneidet man 
ferner die Figor längs einer Geraden bis znr Mitte ein 
nnd klebt man eine Figor derselben Art in geeigneter 
Weise an, mit der ebenso zu verfahren ist, so erhält man 
zunächst eine Riemannsche Windungsfläche mit 
quadratischer^ Einteilung. Schneidet man aber einen 
Mittelpunktskreis, z. B. den durch die beiden „Pole^ 
gehenden aus, so entstehen durch geeignete Biegung z. B. 
abwickelbare Schrauben-Regelflächen mit qua- 
dratischer Einteilung durch die gezeichneten 
Kuryensysteme und damit ein Modell von sehr instruktiver 
Art, welches noch mit Hilfe der obigen Abbildungen, oder 
auch der Abbildungen Z = z% z^y ss^ verallgemeinert und 
schliefslich durch Inversion umgestaltet werden kann. Auch 
•die isothermische Spiegelung gegen jedes Individuum der 
behandelten Isothermenscharen ist elementar durchftlhrbar. 

Auch an diesen Beispielen erkennt man den uner- 
schöpflichen Reichtum an lohnenden Aufgaben und in- 
leressanten Raumgebilden, der ohne jede Benutzung der 
höheren Analysis dem Leser zugänglich gemacht wird. 

Mit einigen Bemerkungen ttber sonstige Röhrenflächen 
nnd einige Gebilde anderer Art schliefst der Band ab. 

Wenn nun behauptet werden sollte, die höhere Analysis 
würde dies alles ktlrzer abmachen können, so ist zu ent- 
gegnen, dafs auch die hier angewandten Betrachtungen 
erheblich abgekürzt werden können. Der rein pädagogische 
Charakter des Werkes aber verlangte eine gewisse Aus- 
führlichkeit der Darstellung und ein näheres Eingehen auf 
manche Einzelheiten. Es handelt sich eben nur um ein 
Elementarwerk, allerdings um ein solches, welches er- 
heblich weiter geht, als die bisher erschienenen. 

Von einer Erschöpfung des Gegenstandes kann schon 
^us Raumgründen keine Rede sein. Als instruktive Übung 
könnte die elementare Untersuchung der hier behandelten 
Flächengruppen hinsichtlich der geodätischen Linien und der 
geodätischen Abbildung empfohlen werden. 

Dafs zur Unterstützung der räumlichen Anschauung 
gerade für das elementare Gebiet eine grofse Anzahl von 
Figuren nötig war, ist selbstverständlich. Der Verlags- 
buchhandlung sage ich für die Bereitwilligkeit, mit der sie 
auf alle meine Wünsche einging, den verbindlichsten Dank. 
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Dafs die Figuren mit Sorgfalt hergestellt sind, werden auch 
die Gegner von Elementarwerken anerkennen. 

Das Bach enthält, wie jedes Lehrbuch, viel Altes, aber 
auch mancherlei Neues. Manchen der eingeschlagenen 
elementaren Wege darf ich als mein geistiges Eigentum 
bezeichnen. Die logarithmischen Spiralen und Doppelspiralen 
behandelte ich schon im Jahre 1871. Vergl. Band 16 der 
Schlömilchschen „Zeitschrift fttr Mathematik und Physik". 
Über die logarithmische Spiralröhrenfläche und ihre In- 
yersionsverwandten machte ich schon dort Andeutungen, die 
ich in Band 94 des Journals für reine und angewandte 
Mathematik fortsetzte. Dort deutete ich auch die Benutzung 
der Dupinschen Gykliden als Erttmmungscykliden an. In 
Band 44 der „Zeitschrift für Mathematik und Physik" 
(Mehmke) 1899 findet man auf Seite 194 bis 213 die Fort- 
setzung dieser Untersuchungen. Die SpiraJröhrenflächen und 
ihre Inversionsverwandten sind meines Wissens vor diesen 
Abhandlungen noch nirgends behandelt worden. In der in 
der Ausarbeitung befindlichen zweiten Auflage meiner Ein- 
führung in die isogonalen Verwandtschaften und konformen 
Abbildungen, die zuerst im Jahre 1882 bei Teubner in 
Leipzig erschien, werde ich den Gegenstand auf analytischem 
Wege weiter verfolgen. — Wo ich schon bekanntes behandle, 
ist in den geschichtlichen Bemerkungen das Nötige über die 
Verfasser gesagt. Sollte mir ein Vorarbeiter unbekannt 
geblieben sein, so wäre ich nur dankbar für jede ent- 
sprechende Mitteilung. 

Möge auch dieser dritte Band zeigen, in wie frucht- 
barer Weise die Elemente nach verschiedenen Richtungen 
hin erweitert werden können. Der schon im Druck befind- 
liche Schlufsband vdrd ein anderes Gebiet in entsprechender 
Weise behandeln. 



Hagen i. W., im Mai 1902. 



Dr. G. Holzmttller. 



Inhaltsverzeiclinis. 



Erster Abschnitt. 

Die Guldlnschen Regeln für Drehungskörper, 
Drehungsflächen und allgemeine Raumgebilde. 

§§ 1 bis 98. 

Seite 

a) Inhaltsberechnung für Goldinsche Drehungsköiper. §§ 1 bis 5 1 
ß) Die einfachsten Verallgemeinerungen der Gnldinschen Inhalts- 
formel. §§ 6 bis 7 7 

Y) Einige Bemerkungen über Eaumkurven. §§ 8 bis 31 .... 10 

8) Ausdehnung der Gnldinschen Inhaltsfonnel auf den Fall, dafs 
der Schwerpunkt der bewegten ebenen Fläche sich stets senk- 
recht gegen die Fläche auf einer beliebigen Baumkurve bewegt. 
§§ 32 bis 35 30 

£) Einiges über Schraubengewinde, was mit der Gnldinschen 
Inhaltsformel zusammenhängt. §§ 36 bis 41 33 

S ) Flächenberechnung für Guldinsche Drehungsgebilde. §§ 42 bis 48 37 

n) Bedingte Verallgemeinerung des Gnldinschen Flächensatzes für 
die Schwerpunktsbewegung auf beliebigen ebenen Kurven oder 
auf Baumkurven. §§ 49 bis 50 41 

d') Geschichtliches über die Gnldinschen Begeln. § 51 45 

Beispiele Guldinscher Berechnungen an Drehungsgebilden, die 
aus Ereisbogen und Geraden hervorgehen. §§ 52 bis 65 . . . 48 

x) Einschaltung über gewisse Affinitäts- und Eollineations- 
beziehungen und über Krümmungskreise. §§ 66 bis 73 . . . 72 

l) Beispiele zur Gnldinschen Inhaltsformel für Drehungsgebilde, 
die aus Kegelschnitten und sonstigen ebenen Kurven hervor- 
gehen. §§ 74 bis 89 82 

fi) Berechnung der Fläche des Drehungsparaboloids. §§ 90 bis 93 101 

v) Anwendung der Gnldinschen Inhaltsformel auf die einfachsten 
Schraubengewinde. §§ 94 bis 98 106 



X Inhaltsyerzeiclmis. 

Zweiter Abschnitt. 

Die Schraubenflächen, Ihre Abwiekelbarkelt 

auf Dpehungrsflächen, ihr Zusammenhang mit der 

Guldinschen Fläehenformel und ihre konforme 

Abbildung auf die Ebene und auf andere Flächen. 

§§ 99 bis 186. 

Seite 

a) Die gewöhnliche Schrauhenregelfläche und ihre Abwickelbarkeit 
auf Drehungshyperboloide und auf allgemeinere Schrauben- 
regelflächen. §§ 99 bis 105 111 

ß) Abwickelbarkeit der allgemeinsten Schraubenflächen auf 
Drehungsflächen und der dadurch bedingte Zusammenhang mit 
Guldins Flächenformel. §^ 106 bis 112 118 

y) Die Minimalschraubenregelfläche und ihre Abwickelbarkeit auf 
das Eatenoid. §§ 113 bis 125 121 

8) Die konforme Abbildung des Eatenoids auf Parallelstreif und 
Ebene und die Geometrie auf der Eatenoidfläche. §§ 126 bis 129 140 

^i) Beispiele konformer Übertragung f£br das Eatenoid mit Parameter 
e = l und die Eigenschaften seiner Loxodromen, §$ 130 bis 144 146 

«) Weitere Beispiele konformer Übertragung auf dieses Eatenoid. 
§§ 145 bis 153 156 

S) Quadratische Einteilung der Minimalschraubenfläche und ihre 
konforme Übertragung aiuf die Ebene und andere Flächen. 
§§ 154 bis 161 163 

fi) Die abwickelbare Schraubenregelfläche. §§ 162 bis 168 ... 169 

^) Die Schraubenröhrenfläche. §§ 169 bis 186 181 

'Dritter Abschnitt. 

Die Inversionsverwandten der Schraubenlinien 

und Sehraubenflächen. Bemerkungen über 
Verwandtschaften und Transformationsgruppen. 

§§ 187 bis 202. 

a) Vorbemerkungen über die Inversion, besonders über die Er- 
haltung der Doppelverhältnisse und Doppelwinkel nach 
Möbius. §§ 187 bis 190 211 

ft) Die Abbildung des Ereiscylinders und des Ereiskegels und ihrer 
Loxodromen und die Abbildung der Schraubengewinde durch 
Inversion. §§ 191 bis 198 213 

/) Allgemeine Bemerkungen über Transformationsgruppen und 
Verwandtschaften. §§ 199 bis 202 226 



Inhaltsyerzeichnis. XI 

Vierter Absohnitt. 

VerallgemeineFte Röhrenflächen und ihre Inversions- 
verwandten, §§ 203 bis 270. 

Seite 

a) Die logarithmische Spiralröhrenfläche und die logarithmische 
Spirale. §§ 203 bis 240 232 

ß) Die Inversionsyerwandten der logarithmischen Spiralröhren- 
fläche. §§ 241 bis 254 297 

/) Bemerkungen über sonstige Eöhrenflächen. §§ 255 bis 257 . . 313 

S) Bemerkungen über die Möglichkeit exakter Konstruktionen. 

258 bis 260 318 



e) Geschichtliches über die in den Kapiteln I bis IV behandelten 
Baumkurven und Flächen. §§ 2B1 bis 270 321 



Obersicht über die Anwendungen auf verschiedene 

Gebiete. 

Mechanik. Schwerpunktsberechnung für ebene Flächen und Kurven 
mit Hilfe der Guldinschen Begeln; vgl. den ganzen Abschnitt I. 
Berechnung des Gewichtes, des spezifischen Gewichtes, Tiefe 
des Eintauchens, Berechnung von Massen; vergl. §§ 52, 54, 65. 
Berechnung von Gentrifugalkräften und statischen Momenten, § 65. 
Kettenlinie und Katenoid, § 122. Plateausche Versuche für Katenoid 
und Minimalschraubenfläche, von § 115 ab. 

Maschinenbau. Schraubenlinien und Schraubengewinde, §§ 36 bis 38. 
Flaches, scharfes, trapezisches Gewinde, Hohlkehlen, §§ 94 bis 98. 
Schraubengewinde veränderlichen Steigungswinkels, § 41. Profil- 
formen für technische Drehungskörper, Schwungräder, Seilscheiben, 
Säulen, § 64. Schraubenregelflächen, §§ 99 bis 112. Minimal- 
Schraubenregelfläche und Katenoid, §§ 121 bis 163. Abwickelbare 
Schraubenregelfläche, §§ 162 bis 168. Schraubenröhrenfläche, 
169 bis 186. 



Bautechnik. Säulen, Kapitale, Hohlkehlen, Tunnel- und Kanalisations- 
querschnitte. Gewisse Schraubengewinde, § 64. Gewundene Säulen 
§ 98. Ornamentik der quadratischen Einteilungen. 

Kuns]tgewerbe. Schraubengewinde konstanter und yeränderlicher 
Steigung, § 41. Gefäfsformen, § 64. Oberflächen im Kunst- 
gewerbe, § 65, 98. Die Spiralröhrenfläche als Füllhorn, Fig. 120. 
Ornament^ der quadratischen Einteilungen der Ebene (Fig. 122), 
und krummer Oberflächen. Die ganze griechische Ornamentik der 
Mäander, Wasserwellenbändör, Münzschnuren (GeldroUenomamente), 



XTT Inhaltsverzeichiiis. 

Eierstäbe, Flechtbänder, Perlschnuren, anch von gotischen Mafs- 
werken, läfst sich mit Hilfe der quadratischen Einteilungen streng 
in neue Formen übertragen. Dies gilt von allen soften. Quadrat- 
fUUungen. Die durch Ereisbüschel und Ereisscharen, im besonderen 
Falle konzentrische Ereise mit den Radien, die durch logarithmische 
Spiralen und Doppelspiralen, die durch konfokale Ellipsen und 
Hyperbeln, durch konfokale »Lemniskaten und das Hyperbel- 
büschel gebildeten Quadrate sind Beispiele für die Ebene. Die 
quadratischen Einteilungen der Drehungsflächen durch Meridiane 
und Parallelkreise oder durch ihre Loxodromen gebildeten (Cylinder, 
Eegel, Eugel, Drehungscykliden, Fig. 23, Eatenoid) sind Beispiele 
dafür, ebenso die der Schraubenflächen, der Spiralröhrenflächen 
und ihrer Inversionsverwandten. Gebilde, wie das in Fig. 123 
dargestellte, sind als Reliefschmuck brauchbar. Dasselbe gilt 
von allen orthogonalen Doppelscharen, von Isothermen auf ge- 
krümmten Oberflächen. Vergl. Vorwort. 

Physik. Vergl. Mechanik, besonders das über Plateausche Versuche 
und Minimalflächen Gesagte, § 115. Strom- und Niveaulinien für 
stationäre elektrische Strömungen auf der Ebene und allen bisher 
besprochenen Oberflächen. (Bezieht sich auf alle behandelten 
Isothermenscharen und auf gewisse Bechtecksteilungen des Baumes.) 

Darstellende Geometrie. Fast sämtliche Zeichnungen und viele 
Stellen des Textes sind Beispiele zu dieser Wissenschaft, besonders 
die Figuren 14 bis 18, 2ä, 91, 96 bis 104, 108 bis 111, llS.bis 126; 
andere, wie Fig. 35 bis 47 geben Anlafs zu entsprechenden Übungen. 
Im Texte handelt es sich um Affinitäts- und Eollineations- 
bemerkungen, §§ 66 bis 73, um die Abwickelbarkeit aller Sclu-auben- 
flächen auf Drehungsflächen, z. B. der b'chraubenregelflächen auf 
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Erster Absobnitt 



Die Onldinschen Regeln ftlr Drehnngs- 

iörper, Drelmngsflachen und allgemeine 

fianmgebilde. 



d) InhaltabereobnttBg fOr Ooldinsolie DrehtmgskÖrper. 

§ 1) Der konzentrische Hohlcylinder. Ein Recht- 
eck ABB Af (Fig. 1) drehe sich um eine in seiner Ebene 
liegende Gerade FQ, 
die einer seiner Seiten, 
z. B. AB=b, paraUel 
ist nnd ganz auTserhalb 
des Rechtecks liegt. Bei 
voller Umdrehung ent- 
steht dann ein konzen- 
trischer Hohlcylinder, 
bei unvollendeter Um- 
drehung ein Sektor 
dieses EOrpers. Der 
Inhalt des Hohlcylin- 
ders ist 
J=Gk = -n:{r^~T\^h 

= 2jt ''"'^''^ F, Fi«. 1- 

wo « = AyA, F die Reehtecksfläohe, r = CA, 
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AUo kauD man auch scbieibeD 

wo w den Schwerpnnktsneg bedeutet. Man hat also fOr diesen 
FaU den Satz: 

Der Körperinhalt ist gleich dem Produkte au» 
Sehwerpnnktsweg und Flfiehe, 
oder in abgekürzter Redeweise: 

Inhalt gleich Schwerponktsweg mal FI«che. 
Ißt die Umdrehung nur der n** Teil einer volletftndigen, 
so wird der Körperinhalt nur der n** Teil des Hohlcylinders. 
Da aber auch der Schwerpunktsweg nur der «*• Teil de» 
vollen Weges ist, so bleibt der Satz auch fUr nnvollBtändige 
Umdrehung bestehen. 

§ 2) Ausdehnung des Satzes auf mehrere Recht- 
ecke. In Figur 2 sind mehrere Rechteoke solcher Art 
gezeichnet. Sind f,, F^, 
Fg, ..^F^üae Flächen und 
ft. ft. ?■» • ■-. e» i'>re 
Schwerpnnktsabstände von 
- — fi der Drehungsachse FQ, so 

ist der Inhalt des entstehen- 
fi den Drehnngskßrpers 

; J=27CQ^F^-{-2^g,F^ 

+ ... + 2/ce„i^« 
' oder 

J=2Jl[^^F^ -j-^^F, 
' ;+... + p.ii'«] = 27tm. 

WO m die Summe der Pro- 
dukte aus jedem Rechteck 
und seinem Schwerpunkts- 
abstande bedeutet. (Vergl. 
"«■ 2 Band 2, Abschn. 11 über 

abgeschrägte Prismen und Cylinder.) Dieser Ausdruck ist 
das geometrisch gedeutete statische Moment der 
sämtUchen Flächen in Bezug auf die Schwerpnnktsachse und 
als solches gleich der Stimme der einzelnen statischen 
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^ 



Momente.*) Man kann also für m den Aosdrack qF=zq^F^ 
+ Pa ^2 + • • • + Q»^n setzen, wo F die Gesamtfläche, q iluren 
Schwerpnnktsabstand von der Achse PQ bedeutet. Demnach 
ist auch hier 

J=27tQF=wF^ 

d. h. Inhalt gleich Schwerpunktsweg mal Fläche. 

§ 3) Ausdehnung des Satzes auf ebene Flächen 
von beliebiger Gestalt. Ist die ebene Fläche F von be- 
liebiger Gestidt, so läfst sie sich 
mit Sechtecken von der Lage 
der früher betrachteten aus- 
füllen. In die am Bande übrig 
bleibenden kleinen „Dreiecke" 
bringe man kleinere und klei- 
nere Bechtecke dieser Art, so 
dafs der nicht ausgefüllte Best 
schliefslich unendlich klein gegen 
die Gesamtfigur wird. [Jedes 

der kleinen rechtwinkligen „Drei- 

i 
ecke" hat den Inhalt Fn = — gh, 

wo g und h unendlich klein 
werden, die Fläche also unend- 
lich klein zweiter Ordnung wird. 
Die Anzahl dieser Banddreiecke 
ist aber unendlich klein erster ^«- ^• 




*) Denkt man sich in den Flächen ^x und F% sehr zahlreiche 
homogen verteilte Punkte, in der einen in der Anzahl /uJPi, in der 
andern in der Anzahl fiF%^ so dafs die Zahlen sich wie die Flächen 
verhalten, so ist der mittlere Abstand (>i für die Punkte von Fx (nach 
Bd. I § 49) zu berechnen aus iiFx (>i = n -f- fi + rs + . . . -f- r ^ für 

die andere ^ ans fiF%q^ = n' +*"•' + ••• + ^' • Für die Gesamtfläche 

folgt der mittlere Abstand (> aus (> (fi¥\ + /uJfi) = (fi 4- fi + . . . + »"^ ) 

+ (fi' + f 9' + • • • + *''^)« Hier ist die rechte Seite gleich der Summe 

der rechten Seiten der vorigen Gleichungen. Folglich ist auch für die 
linken Seiten f 0» Ji + i«*Ä) = (>i^K +jP«/a^, oder (»(J\ + -Fi) 
»Pi-Fi + ('•^a* Ebenso ist für n Flächen derselben Ebene 
(>(JF, +Ä-h... + iPn) = (>i-Fi + (>tÄ + ... + (»»A, d.h. das ge- 
samte statischeMoment ist gleich der Summe der einzelnen 
statischen Momente. Dafs aber der Punkt mittleren Abstandes 
der Schwerpunkt ist, folgt aus Bd. I § 49. 

1* 
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Ordnung, also wird die Summe der kleinen Inhalte unendlieh 

i i 

klein erster Ordnung. Symbolisch geschrieben — b- oo = — .] 

Man kann also den EinfluTs der Randfiguren sehliefslich ver- 
nachlässigen. Da es sich aber jetzt nur noch um Rechtecke 
handelt, so bleibt der Satz auch hier bestehen. 

Die nach Guldin benannte aber schon dem Pappus 
bekannte „Regel" läfst sich also folgendermafsen ausdrücken: 

Dreht sich eine beliebig gestaltete ebene Fläche 
um eine in ihrer Ebene gelegene Achse, die die 
Fläche nicht schneidet, so ist der Inhalt des ent- 
stehenden Drehungskörpers gleich dem Produkte 
aus Flächeninhalt und Schwerpunktsweg. Dies gilt 
sowohl von vollständiger, als auch von unvoll- 
ständiger Umdrehung. Die Guldinsche Inhaltsformel 
für volle Umdrehung ist daher 

1) J=27tqF = wF. 

Bemerkungen, a) Bedenkt man, dafs der Schwer- 
punkt der Punkt mittleren Abstandes ist, so erscheint es als 
selbstverständlich, dafs er der Punkt mittleren Weges wird. 
Jedes der Rechtecke, die jetzt als unendlich klein zweiter 
Ordnung und als gleich grofs angesehen werden sollen, giebt 
bei unendlich kleiner Bewegung, die als geradlinig 
angesehen werden darf, einen abgeschrägten Cylinder, der 
unendlich klein dritter Ordnung ist. Die Summe der Cj- 
linderinhalte ist gleich der gesamten Grundfläche multipliziert 
mit der mittleren Höhe. (Vgl. Bd. II, von Seite 73 ab, 
wo die abgeschrägten Cylinder behandelt werden.) 

b) Aus J=27rpF folgen die Gleichungen 
und 

^ 27tQ W 

Beide kann man als Umkehrungen der Guldinschen 
!Regel auffassen. Kennt man den Inhalt des Drehnngs- 
körpers und den der gedrehten Fläche, so kann man nach 2) 
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den Sehweipimktsabstand q bestimmen. So kennt man z. B. 

den Inhalt der Engel nnd den der Halbkreisfläche, ans der 

sie durch Drehnng um den Durchmesser entsteht, also mufs 

der Schwerpunkt der Halbkreisfläche, wie in den Beispielen 

4r 
gezeigt werden soll, vom Mittelpunkte den Abstand ^ = -— 

haben. Die Formel 2) findet häufig, die Formel 3) seltener 
Anwendung. 

§ 4) Ausdehnung des Satzes auf den Fall, dafs 
die Fläche von der Drehungsachse geschnitten wird. 
In diesem Falle sind die Abstände teils ^ 
positiv, teils negativ aufzufassen. Der ^ 
Ausdruck q^F^ -f- q^F^ geht also, wenn 
die Q und die F positive Gröfsen sein 
sollen, in pi /\ — ^^ F^ über, was ganz 
dem Verhalten der statischen Momente 
in der Mechanik entspricht. Der Aus- 
druck für den Inhalt wird also 




Fiff. 4. 



4) J= 27tQF= 27t (q^F^ — p,Fa) 

= 2ftmy 

wobei m das statische Moment der 
Fläche in Bezug auf die Drehungs- 
achse bedeutet. 

Geht demnach die Drehungs- 
achse durch den Schwerpunkt 
selbst, wobei der mittlere Abstand ^ == wird, 
wird für diesen Fall der Inhalt des Drehungs- 
körpers gleich NulL 

Die Betrachtung dieser neuen Fälle ist wichtig weg»»^ 
des nachstehenden Satzes, der im Hinblick auf seine Be- 
deutung volle Allgemeinheit erhalten soll. 

§5) Vergröfsert man den Abstand der Drehungs- 
achse vom Schwerpunkte der Fläche f lyn + e^ sa 
nimmt der Inhalt des Drehungskörpers um •^27t€p 
zu. Der Inhalt geht nämlich von 2nQF über in 2n(Q + e) F, 
die Zunahme ist also gleich der Diflerenz +27teF. Man 
hat daher die Gleichung 



■5) 



J+ 2neF. 
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Wichtig ist dabei, dafs man die Zunahme berechnen 
kann, ohne die Lage des Schwerpunktes, d. h. ohne 
die Gröfse des Abstandes q zu kennen. Man erhält 
viehnehr durch den Satz ein neues Mittel, diesen Abstand 
zu bestimmen, sobald man J und F kennt. 

Setzt man nämlich J^ = 0, so geht die neue Achse 
durch den Flächenschwerpunkt, und die nötige Verschiebung e. 
berechnet sich aus 

6) J—27teF=0 

als 

_ J 
^~ 27cF' 

was in der That mit Gleichung 2) ttbereinstimmt. 

Soll z. B. ein Halbkreis um eine Achse rotieren, die 
seinem Durchmesser parallel ist und von diesem den Ab- 
stand + « hat, so kann man den Inhalt des entstehenden 
Drehungskörpers nach Gleichung 5) sofort als 

•/j = —5—»' + 27te—— = —^ + TC^er^ 
o 2 3 



oder auch als 



J^ = Trr* I —r + Tre 1 



hinschreiben, ohne den Schwerpunktsabstand q zu keimen. 
Denn J=--r-r^ ist bekannt als Inhalt der durch Drehung 

3 

der Halbkreisfläche um den Durchmesser entstehenden Kugel, 

F = — r— als Fläche des Halbkreises. Will man aber 
2 

den Abstand des Schwerpunktes der Halbkreisfläche haben, 

gp setze man (für den Fall mit — e)J^ = 0, d. h. 

[4*1 4 4r 

r — 7te\ = oder -^-r — Tte = 0, was e =r — — als 
3 A 3 37t 

den gesuchten Abstand giebt. 

Die Kenntnis des Satzes 5) erspart in zahlreichen Fällen 
viel Rechnung. 
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ß) Die einfachsten Verallgemeineningen der Guldinsohen 

Inhaltsfonnel. 

§ 6) Ausdehnung der Guldinschen Inhaltsformel 
auf den Fall, dafs die Fläche F während der 
AchsendrehuQg in ihrer Ebene Drehungen um den 
Schwerpunkt macht. Jeder der angedeuteten Lagen der 
Fläche F würde (ohne solche Schwerpunktsdrehungen) bei 
Achsendrehung um dieselbe Gerade ein besonderer Drehungs- 
körper entsprechen. Jeder hat bei voller Umdrehung den- 
selben Inhalt J = 27tQF^ bei unvollkommener ist J= 2QaF. 
Nun habe ein Körper folgende Entstehung: Ftlr die An- 
fangslage von F bilde man den Drehungssektor ftlr einen 
kleinen Bogen*) a^, so dafs sein Inhalt ist 

1) J=Qa^F=w^F. 

Jetzt drehe sich die Fläche F in der ihrer Schlufslage 
entsprechenden Ebene um ihren Schwerpunkt, und zwar um 
einen beliebigen Winkel. Dann drehe sie sich um die erste 
Achse PQ weiter um einen Bogen a,. Der neue Sektor 
erhält den Inhalt: 

J^=-qcL^F=w^F. 

So fahre man fort bis 

J^ = QanF=w^F. 
Der Gesamtkörper hat dann den Inhalt 

= F(w?^ -f Wg + . . . -f- tun) = y^F^ 

wenn w den Gesamtweg des Schwerpunkts bedeutet. Der 
Inhaltssatz bleibt also trotz der neuen Drehungen 
bestehen. 

Sind nun die Bogen a^^^a^^ . . ..fCtn unendlich klein und 
auch die Drehungen von F in seiner Ebene unendlich klein, 
so erhält man neben der stetigen Drehung um PQ ein 
stetiges Drehen der Fläche F in der eigenen Ebene um den 
Schwerpunkt, oder um die (veränderliche) SchwerpunktsachsCi 
die stets normal zur Ebene bleibt Bei dieser Bezeichnungs- 
weise erhält man folgenden Satz: 



*) Es handelt sich nm Bogen des Einheitskreises, die oft auch als 
Winkel bezeichnet werden, obgleich die Proportion 5 : tt = a® : 180*^ 

besteht, so dafs S = tt -j^^- ist. 

loü" 
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Die Gnldinsche Inhaltsformel bleibt bestehen^ 
wenn während der Drehung um die feste Achse die 
bewegte Fläche sich irgendwie um die zu ihr 
normale Schwerpunktsacbse dreht. 

Gehört z. B. zu jeder Drehung vom Betrage — um 

die Achse PQ eine Drehung vom Betrage -33- um jene 



m 



Schwerpunktsachse, so dafs also jeder Punkt der Fläche 
eine Art von Schraubenbewegung um eine kreis- 
förmige Spindel macht, so bleibt der Gnldinsche 
Inhaltssatz bestehen. Dabei kann z. B. auch 9n = n sein. 
Die Geltung der Kegel wird dadurch ganz erheblich ausgedehnt. 

§ 7) Ausdehnung des Guldinschen Inhaltssatzes 
auf den Fall, dafs der Schwerpunkt der Fläche sich 

stets senkrecht 

gegen deren 
Ebene und zwar 

in beliebiger 
ebenerKurve be- 
wegt.*) Die Be- 
Sf wegung des Schwer- 
punktes S geschehe 
zunächst auf ein- 
zelnen Kreisbogen 




von 



2J 



«?3, W^, 



Fig. 5, 



verschiedenen 
Badien nach S^, -S^, 
/S3, . « . hin und stets^ 
in derselben Ebene. 
Die Mittelpunkte 
der einzelnen Bogen 
seien fi^, fx^, ^tig, 
fi^ ... Senkrecht 
zur Ebene hat man 
durch /ij, ^2, . . . 
gehende Gerade zu 



*) Die Paragraphen 7 bis 41 können überschlagen werden, wenn 
man sich nur auf Kreisbewegungen des Schwerpunkts beschränken will. 
Da aber viele Lehrbücher und Aufgabensammlungen irrige Behanp«- 
tungen aufstellen, soll das Allgemeine gründlicher untersucht werden. 
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denken, welche die Drehungsachsen i\Qi, i^jQa, ... für 
die Bewegungen der Fläche F sind. Ftt jeden Sektor 
des entstehenden Körpers gilt die Inhaltsformel J^ =w^F 
bezw. J, = w^ F, u. s. w. Der Inhalt des Gesamtkörpers 
wird also 

J= J^ 4- J2 + . . . = F{w^ J^w^^...) = Fw, 

wobei w den Gesamtweg bedeutet. Die Formel bleibt 
also bestehen. 

Macht man nun die Bogen w unendlich klein, so erhält 
man als Schwerpunktsweg eine Kurve, die ihre Krümmung 
von Punkt zu Punkt wechselt. Auch die fi bilden eine 
Kurve, die sogenannte Evolute, während die Punkte S 
die sog. Evolvente bilden. Die Krümmungsradien 
Sfi^j S^lLi^y S^fi^ . .. oder p^ q^j ?8 • • • ®^^^ Normalen der 
Evolvente und zugleich Tangenten der Evolute. Die auf 
der Ebene in den Berührungspunkten dieser Tangenten er- 
richteten Lote heifsen die Krümmungsachsen für die 
stattfindende Bewegung der Fläche. Sie bilden den zur 
Evolute gehörigen Cylinder. 

Da alle Punkte der Fläche F sich für jede Lage um 
dieselbe Krümmungsachse drehen, bewegen sie sich sämtlich 
senkrecht gegen die Ebene von F. Sie beschreiben also 
Parallelkurven. Der entstehende Körper wird von einer 
sog. Kanalfläche (oder Böhrenfläche) mit ebenem 
Schwerpunktswege begrenzt. Für solche Kanalflächen 
gilt also die Formel J=ioF. 

Aber sie gilt nach § 6 auch dann, wenn die 
Fläche während ihrer Drehungen um die Krümmungs- 
achsen noch Drehungen in ihrer Ebene um den 
Schwerpunkt vollführt.*) Dabei hören jedoch die Wege 
der einzelnen Punkte auf, Parallelkurven zu sein. Die Grund- 
fläche des entstehenden Körpers könnte dann als eine ver- 



*) Baltzers Elemente der Math. Bd. 11. 3. Aufl. schliessen auf 
Seite 268 diese Fälle ans, und zwar im Anschlofs an Eulers Ab* 
handlnng „über kramme Cylinder", 1778, Nov. Act. Petrop. 12, Seite 91. 
Hier nnd im folgenden wird gezeigt, dafs dieses Ansschliefscn nn- 
^gerechtfertigt ist, sobald es sich nur um die Bestimmung des kOrper- 
Bchen Inhalts handelt. Gerechtfertigt ist es, sobald die Oberfläche 
des Körpers berechnet werden soll 
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allgemeinerte Eanalfläche ebenen Schwerpnnkts- 
weges bezeichnet werden. 

Die untersuchten Flächen der ersten Art lassen sich 
durch die Parallelkurven und ihre Orthogonalen zwar in ein 
System von Rechtecken einteilen, aber nicht in ein solches 
von kleinen Quadraten, weil jedem q eine besondere 
cyklidische Einteilung entspricht, so dafs die einfache Fort- 
setzung der Parallelkurven auf unähnliche Bechtecke ftLhrt. 

y) Einige Bemerkungen über Baomkurven. 

§ 8) Um das Verständnis zu erleichtern, nehme man 
für die Zeichnung z. B. die cylindrische Schraubenlinie als 
Beispiel, die schon in Bd. I zur Behandlung gelangte. 



ff^ 




A"^^ 



Fig. 6. 



Einige Bemerkungen über Banmkoryen. H 

Ein sehr kleines Sttlck einer Baamkoire kann angenähert 
als eben betrachtet werden. Da eine Ebene dareh drei 
(nicht in einer Geraden liegende) Punkte bestimmt wird, so 
genügen drei benachbarte Punkte der Kurve zur angenäherten 
Bestimmung dieser Ebene für das kleine EurvenstfLck AA^A^. 
Je näher die Punkte aneinander rücken, um so genauer 
wird die Ebene bestimmt. 

Dabei wird die gerade Verbindungslinie A\ schliefs- 
lich zur Tangente t im Punkte A, Durch diese und einen 
Nachbarpunkt des Berührungspunktes wird die Ebene eben- 
falls bestimmt. Ebenso wird sie bestimmt durch die Tan- 
genten t und t^ für zwei aufeinander folgende Eurvenpunkte 
A und A^. 

Diese Ebene soll heifsen die Schmiegungsebene der 
Kurve für den Punkt A (obwohl A^ gleichberechtigt ist. 
Dieses soll aber der geordneten Reihenfolge halber hier 
ausscheiden). Auch der Name Tangentenebene kann an- 
gewandt werden. 

§ 9) Drei dicht aufeinander folgende Tangenten t^ \ , \ 
der Kurve bestimmen zwei aufeinander folgende Schmiegungs- 
ebenen. Da \ den beiden Ebenen angehört, ist es ihre 
Schnittlinie. Der Winkel a, unter dem die Ebenen einander 
schneiden, soll der Schmiegungswinkel für das kleine 
Kurvenstück AA^ heifsen. Errichtet man in irgend einem 
Punkte von \ auf beiden Ebenen Lote, so stellen auch diese 
den Schmiegungswinkel a dar. 

§ 10) In der Schmiegungsebene hat die Kurve, wie 
jede ebene Kurve, einen Krümmungsmittelpunkt ^. Eb* 
wird gefunden, indem man in der Schmiegungsebene in 
zwei sehr nahe aneinander liegenden Kurvenpunkten Nor- 
malen auf den zugehörigen Tangenten errichtet. Diese 
schneiden sich für den Grenzfall in /u. Dies bedarf aber 
noch der Präzisierung, da diese beiden Normalen für die 
Kurve von verschiedener Bedeutung sind, indem nur die eine 
eine sog. Hauptnormale ist. 

Man denke sich zu diesem Zwecke in A auf der Tan- 
gente t eine Normalebene errichtet. Diese schneidet die 
zu A gehörige Schmiegungsebene in einer Geraden, die von 
den übrigen dortigen Loten der Kurve sich dadurch unter- 
scheidet, dafs sie eben in der zu A gehörigen Schmiegungs- 
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ebene liegt. Dieses Lot soll heifsen die Haaptnormale 
der Kurve f ttt den Punkt A. Auf dieser muCs der Krtlmmungs- 
mittelpunkt liegen. Bildet man ebenso fttr £e Nachbar- 
pnnkte A^ und A^ Hauptnormalen, so zeigt sieb, dafs diese 
einander bei einer eigentlicben Raumkurve nicht 
schneiden, sondern kreuzen. Würden nämlich zwei 
aufeinander folgende Hauptnormalen einander schneiden, so 
würden die aufeinander folgenden Schmiegungsebenen, in 
denen sie liegen, nicht nur die Tangente \ gemein haben, 
sondern auch noch jenen Schnittpunkt, d. h. die beiden 
Schmiegungsebenen mttfstenganz zusammenfallen, der Winkel a 
würde gleich Null sein, das Eurvensttlck AA^ würde also 
nicht nur angenähert als eben, sondern als vollkommen eben 
zu betrachten sein. Also: Soll das kleine Kurven- 
stttck AA^ nicht absolut eben sein, so dürfen die 
beiden zugehörigen Hauptnormalen einander nicht 
schneiden. 

Von den beiden einander schneidenden Gieraden, durch 
die vorher /u angenähert bestimmt wurde, kann also höchstens 
die eine eine Hauptnormale sein.*) 

§ 11) Um die aufeinander folgenden Erümmungsmittel- 
punkte zu bestimmen, soll daher folgendermafsen verfahren 
werden: Man bilde die Normalebenen der Kurve in-4, A , A^^, . . 
Die beiden ersten schneiden einander in einer Greraden EGy 
die beiden folgenden in einer Geraden J5, G^ u. s. w. Für 
den Grenzfall unendlich nahe aufeinander folgender Punkte 
heifsen diese Geraden die Erümmungsachsen der Kurve 
für ihre Punkte A, A^, A^, .. . Auf diesen Achsen liegen die 
einzelnen Krümmungsmittelpunkte, und zwar da, wo die 
Achsen von den Hauptnormalen geschnitten werden. Also: 
Die zu A gehörige Hauptnormale und die Krümmungsachse 
schneiden einander in ^, die zu A^ gehörigen in fi^ u. s. w. 

*) Vor einem naheliegenden Fehler sei gewarnt. Scheidet man 
Figur 5 aas nnd knickt man die einzelnen Sektoren nm die sie 
trennenden Geraden, so dafs zwischen je zwei benachbarten dieser 
/Linien Winkel «i, o«, «s ... entstehen, so erhält man an SteUe der 
ebenen Kurve (für den Grenzfall) eine Baomknrve, bei der scheinbar 
aufeinanderfolgende Krümmungsradien einander schneiden. Dies ist 
aber nach obigem unmöglich. Die Trennungslinien der Sektoren dürfen 
also nicht mehr als Hauptnormalen (Krümmungsradien) betrachtet 
werden. Die aus den Sektoren entstandene Fläche ist eine in die 
Ebene abwickelbare Regelfläcbe. 
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§ 12) [Man könnte vermuten, dafs der Krümmungs- 
mittelpunkt in der Gegend zu suchen sei, wo die aufeinander 
folgenden Hauptnormsden einander kreuzen. Dies ist aber, 
wie schon bei der Schraubenlinie sich zeigt, durchaus nicht 
der Fall. 

In Figur 6 sind die entsprechenden Verhältnisse für 
diese dargestellt. Die aufeinanderfolgenden Tangenten sind 
f, ^,, ^g, . . ., £6r ist die Erttmmungsachse für A und stellt 
zugleich die Normalebene dar. A^i^ A^ii^^ ^ai^s? • • • sind 
die hier horizontalen Ejrümmungsradien. Diese sind bei der 
gewöhnlichen Schraubenlinie sämtlich gleich grofs, denn 
Kuryenteile von derselben Länge sind hier einander kon- 
gruent. Demnach liegen alle ii auf einem bestimmten 
Cylinder, auf dem sie eine zweite Schraubenlinie von der- 
selben Ganghöhe bilden. In diesem Sonderfalle (nicht aber 
allgemein) sind die Geraden £6?, E^G^^ ^2^2? ... die Tan- 
genten dieser zweiten Schraubenlinie, derart, dafs die 
Steigungswinkel, wie EG und t zeigen, Komplement- 
winkel sind, Daraus folgt, dafs für die neue Schrauben- 
linie, wenn der neue Cylinderradius mit r^ bezeichnet wird, 

i 

h = 27tr^ tanVo = 27tr^ cotv = 27tr^ 

" - tany 

ist, während für die gegebene war 

h = 27tr^ tany. 

Aus beiden Gleichungen folgt r^ = r^ tan-y. 

DieLänge für jedenKrümmungsradius derersten 
Schraubenlinie ist demnach 

.4nit/m = ^i+^3=^i+^tanV = «\(i + tanV)=^^==^ 

§ 13) Ebenso grofs ist naturgemäfs der Krümmungs- 
radius für den Punkt A der in Figur 6 durch die Gerade CD 
dargestellten Schnittellipse des ersten Gylinders, der also 
beiläufig gefunden sein würde, wenn er nicht aus der Plani- 
metrie bekannt geworden ist. Ist diese Ellipse in Fig. 7 
durch C'A'D' dargestellt, ist also M'A'=:b = r^ und 
CM' = a = A'F, wo F der Brennpunkt ist, so ist A MA'F 
in Figur 7 kongruent dem AB AD in Figur 6. Errichtet 
man also auf A'F' in F ein Lot, so bestimmt dieses auf der 
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Nebenachse MA* den Ponkt \ii so, daCs J V der Krflmmongs- 
radios r ist. Da nämlich infolge der Kongruenz 4'MA'P = y 



ist, so folgt a = 



T^ 



cosy 



also A'u' = — V" = Q 

cos*y ^ 



Lefft man in Figur 6 an AD = a = — ^ — in D den 
'^^ ° cosy 

Winkel ADE = y an, so wird DE= \ =o, so dafs 

' ' cos'/ ^' 

man den konstanten 
Krümmungsradius r der 
gegebenen Schrauben- 
linie leicht konstruieren 
kann. Statt dessen kann 
man auf AD in D ein 
Lot errichten, welches 
auf ^£ das Stück 
AZ=q abschneidet. 

Für die zweite Schrau- 
benlinie (die der fi) ist 

r, r^tanV 
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Rg. 7. 



cos'y ^' 



so dafs beide Schraubenlinien denselben Krümmungs- 
radius haben. Für beide Schraubenlinien findet also eine 
Art von Gegenseitigkeit statt. Die Ellipse für die zweite 
Schraubenlinie ist ebenfalls in Figur 7 dargestellt] 

§ 14) Die aufeinanderfolgenden Tangenten jeder Kaum- 
kurve bilden eine Tangentenfläche, die von den aufeinander 
folgenden Sehmiegnngsebenen umhüUt und von jeder längs 
einer Tangente berührt wird. Denkt man sich alle Tangenten 
in unendlicher Länge an der Kutfc angebracht, so hat man 
die ganze Fläche, die nun gratähnlich von der Raumkurve 
begrenzt wird. Die letztere ist also die sogenannte Grat- 
linie (oder Bückkehrkante^)) der Tangentenfläche. Die 
Fläche wird von lauter Geraden gebildet, ist also eine Begel- 



*) Dieser Name kommt daher, dafs die Tangenten beim Berühnmgs- 
punkte die Fläche nicht verlassen, sondern in sie zurückkehren. 
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fläche. Weil femer die aufeinanderfolgenden Tangenten 
einander anf der Gratlinie schneiden, so dafs diese Tangenten 
^ Sektoren^ bilden, die ftlr den Grenzfall als eben zu be- 
dachten sind, so läfst sich die Fläche anf die Ebene ab- 
wickeln, ist also eine abwickelbare Segelfläche. Bei 
dieser Abwickelung geht die Baumknrve in eine ebene 
Kurve über. 

[Bei der gewöhnlichen Schraubenlinie handelt es sich 
um die abwickelbare Schraubenregelfläche, die von 
den Tangenten der ersteren gebildet wird. Denkt man sich 
auf der Schraubenlinie Punkte markiert, die sie in gleiche 
und sogar kongruente Stücke einteilen, die sehr klein seih 
sollen, so erhsdten die Sek- 
toren lauter gleiche Winkel k 
(Eontingenzwinkel), und die 
Abwickelung mufs die Aufsen- 
fläche eines regelmäfsigen 
Polygons, für die Grenze die 
eines Kreises geben. Denkt 
man sich also die Aufsen- 
f lache eines Kreises z.B. 
längs einer Tangente 
aufgeschnitten, so läfst 
sich diese ebene Fläche 
in eine abwickelbare 

Schraubenfläche um- 
biegen. Eine so begrenzte 
Papierfläche z.B. läfst sich praktisch in die genannte Schrauben- 
fläche umbiegen, wenn man die Kreistangenten z. B. durch 
aufgeklebte Holzstäbchen zwingt, geradlinig zu bleiben. Man 
hat nur den Kreis in die Gestalt irgend einer Schrauben- 
linie zu bringen.] 

§ 15) Die Tangenten einer allgemeinen Raumkurve in 
den benachbarten Punkten A und A^ bilden einen Winkel k^ 
den schon genannten Kontigenzwinkel fbr das Kurven- 
stück AA^, Er wird auch gebildet von den beiden zu- 
gehörigen Normalebenen, die sich in der entsprechenden 
Krümmungsachse EG unter diesem Winkel schneiden. Unter 
demselben Winkel kreuzen sich auch die beiden zugehörigen 
Hauptnormalen (Ejümmungsradien). Setzt man das kleine 




Pig. 8. 
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Korvenstttck gleich «, und mifst man k im Bogenmafs^ d. h. 

8 i k 

am SLfeise mit Radius 1, eo ist pA=», also ? = j ^^^ — = — . 

IC Q 8 

Den letzteren Ausdruck bezeichnete man als die erste 

Krümmung der Kurve. Die zweite Krümmung ergiebt sich 

1 a 
rein schematisch aus ra = « als — = — , wo a der Schmie- 

r 8 

^ungswinkel ist. (Daher „Kurven doppelter Krümmung".) 

Über diese beiden Krümmungen und die geometrische 

Deutung von r soll unten eingehender gesprochen werden. 

§ 16) Jeder der Krümmungsradien q ist Schnittlinie der 
Normalebene und der Schmiegungsebene für den betreffenden 
Punkt A der Kurve. Er liegt also in einer der die Tangenten- 
fläche berührenden Schmiegungsebene, aber nicht etwa in der 
Tangentenfläche, die nicht über die Gratlinie hinausreicht. Er 
ist senkrecht zu einer der Geraden der letzteren, d. h. zu einer 
Tangente der Baumkurve. Er trifft also die Fläche in einem 
Punkte der gegebenen Raumkurve. Die Krümmungsradien 
selbst bilden auch eine Regelfläche, die jedoch nicht ab- 
wickelbar ist, weil die aufeinander folgenden Krümmungs- 
radien der Raumkurve einander nicht schneiden. Die nicht 
abwickelbare Fläche der Hauptnormalen und die ab- 
wickelbare Fläche der Tangenten schneiden einander in der 
gegebenen Raumkurve. Die nicht abwickelbaren Regelflächen 
werden auch als windschiefe bezeichnet. 

§ 17 (Läfst man eine Gerade, welche die Cylinderachse 
unter gegebenem Winkel a schneidet, mit der Schraubenlinie 
um den Cylinder herumgehen, so entsteht eine nicht abwickel- 
bare Schraubenregelfläche. Ist 4la = 90®, so handelt es 
sich um die nicht abwickelbare Fläche der Hauptnormalen 
der Schraubenlinie. Da die Verbindungslinie zwischen 
der Cylinderachse und der Schraubenlinie in letzterem Falle 
stets eine kürzeste Linie ist, so hat die Fläche der Haupt- 
normalen stets den Charakter einer zwischen Schraubenlinie 
und Cylinderachse ausgespannten Minimalfläche, die 
aufserdem z. B. von zweien der Verbindungslinien begrenzt 
zu denken ist. Die Minimalfläche zwischen der Achse und 
der Schraubenlinie mufs nämlich aus Gründen der Kongruenz 
aller Teilchen eine Schraubenfläche von derselben Ganghöhe 
sein. Jede andere Scbraubenfläehe zwischen den beiden 
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Grenzlinien hat aber, weil die erzengende Gerade oder 
Kurve nicht die kürzeste Verbindungslinie ist, „Schichten^ 
Ton gröfserem Flächeninhalt. Die Fläche behält den 
Charakter einer Minimalfläche auch dann, wenn 
man sie ohne Drehung umbiegt, wobei die Cylinder- 
achse und die beiden begrenzenden Geraden krummlinig 
werden können, die Schraubenlinie aber irgend eine Baum- 
kurve wird. Die Geraden der ursprünglichen Fläche gehen 
dann in kürzeste Linien der neuen Fläche (d.h. in geo- 
dätische Linien) über. (Vgl. z. B. § 356 in Bd. I.) Bei- 
läufig sei bemerkt, dafs, wenn man die Cylinderachse und 
diese Schraubenlinie zu Kreisen umbiegt, die Drehungsfläche 
der Kettenlinie, das Katenoid, entsteht] 

§ 18) Die Normalebene jeder Baumkurye für irgend 
einen ihrer Punkte A und die zugehörige Schmiegungsebene 
schneiden sich nach obigem in der Hauptnormale. Errichtet 
man aufserdem auf der Schmiegungsebene ein Lot in A^ so 
steht dieses senkrecht auf der Tangente und zugleich auf 
der Hauptnormale und heilst infolgedessen die Binormale. 
Die Hauptnormale ^, die Tangente t und die Binormale n 
bilden eine rechtwinklige Ecke, deren Flächen folgende 
sind: q und t bilden die Schmiegungsebene, q und n die 
Normalebene, t und n eine Ebene, die als die rektifizierende 
Ebene der Kurve für den Punkt A bezeichnet wird. Der 
Grund für diese Bezeichnung soll unten angegeben werden. 
[Für die Schraubenlinie ist die rektifizierende Ebene die 
entsprechende Tangentialebene des Gylinders.] 

§ 19) Die aufeinander folgenden Schmiegungsebenen 
der Baumkurven umhüllen die abwickelbare Fläche der 
Tangenten. Auch die beiden anderen Gruppen von Ebenen 
umhüllen je eine abwickelbare Fläche. Wie nämlich jede 
Reihe aufeinander folgender Punkte eine Kurve giebt, für 
welche die Verbindungslinien je zweier benachbarter Punkte 
für den Grenzfall Tangenten sind, so mufs nach dem 
Gesetz der Dualität jede Aufeinanderfolge von 
Ebenen eine Kurve bestimmen, für welche für den 
Grenzfall die Schnittlinien je zweier aufeinander 
folgenden Ebenen Tangenten sind. Diese Tangenten 
bilden eine abwickelbare Begelfläche, und da jede 
Tangente ganz in je zwei Ebenen liegt, so wird 

HoUmliller, Siereomatrie HI. 2 
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diese Regelfäche von den aufeinander folgenden 
Ebenen längs je einer Tangente berührt. Die 
Tangenten amhttllen die Gratlinie der abwickel- 
baren Begelfläche. 

§ 20) Je zwei aufeinander folgende rektifizierende 
Ebenen schneiden einander in einer Geraden, der sogenanten 
rektifizierenden Geraden. [Bei der Schranbenlinie 
handelt es sich um den Durchschnitt zweier aufeinander 
folgender Tangentialebenen des Cylinders, also fiir die 
Grenze nm eine Gerade des Cylinders, die im allgemeüien 
keine Normale der Kurve ist Die rektifizierende Gerade 
darf also nicht etwa mit der Binormale verwechselt 
werden.] Diese rektifizierenden Geraden bilden eine 
krumme Fläche und umhüllen eine auf dieser Fläche liegende 
Kurve, die Gratünie der Fläche, über die die Fläche nicht 
hinausgeht Diese Fläche heifst die Fläche der rekti- 
fizierenden Geraden der Kurve. |Pür die Schrauben- 
linie handelt es sich um den Gylinder als Fläche der 
rektifizierenden Geraden. Wickelt man ihn auf eine der 
rektifizierenden Ebenen ab, so wird die Schraubenlinie 
eine Gerade, d. h. eben sie wird rektifiziert Dafs 
Entsprechendes ganz allgemein stattfindet, wird unten 
erläutert] Die Gratlinie kann sich, wie beim Kegel, 
auf einen Punkt beschränken, sie kann auch, wie beim 
Gylinder, ganz im Unendlichen Hegen. 

Die rektifizierenden Ebenen von A und A^ geben eine 
rektifizierende Gerade als Durchschnitt Die beiden ent- 
sprechenden Hauptnormalen stehen bezw. senkrecht auf diesen 
Ebenen, beide idso kreuzen die rektifizierende Gerade senk- 
recht Demnach ist die rektifizierende Gerade 
parallel zu dem gemeinschaftlichen Lote benach- 
barter Hauptnormalen. [Bei der Schraubenlinie ist die 
Cylinderachse dieses gemeinschaftliche Lot, die rektifizierende 
Gerade also paraUel zu diesem.] Die aufeinanderfolgenden 
rektifizierenden Gferaden bilden die Schmiegungsebene der 
oitsprechenden Gratünie. 

§ 21) Je zwei aufeinander folgende Normalebenen der 
Baumkurve schneiden einander in der Krümmungsachse 
unter dem Kontigenzwinkel i. Sie umhüllen eine abwickel- 
bare Begelfläohe, die Fläche der Krümmungsachsen, 
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und zwar geschieht die Bertthmng stets längs einer 
Erttmmungsachse. Die Erttmmnngsachsen sind die 
Tangenten der Gratlinie dieser Fläche. Da die 
Sjümmnngsachsen dnrch die Sjrttmmnngsmittelpnnkte fi 
gehen, liegen die Ertimmangsmittelpnnkte anf der Fläche 
der EJrttmmungsachsen, aber im allgemeinen nicht aof ihrer 
Gratlinie. (Bei der Schraubenlinie tritt letzteres als be- 
sonderer Fall ein.) Je zwei aufeinander folgende Erüm- 
mungsachsen bilden eine Schmiegungsebene der Gratlinie. 
[Diese Gratlinie wird sich später als Ort der Mittelpunkte 
der Schmiegungskugeln herausstellen.] Die Fläche der 
Krümmungsradien schneidet die der Erümmungsachsen in 
der Kurve der Erttmmungsmittelpunkte, die also auf beiden 
Flächen liegt. 

§ 22) Zwischen der gegebenen Baumkurve und 
der Gratlinie der Erümmungsachsen finden gewisse 
gegenseitige Beziehungen statt. 

1) Die aufeinander folgenden Tangenten der Raumkurve 
schneiden einander unter dem zum Eurvenstücke AA^ ge- 
hörigen Eontingenzvnnkel x, ebenso die zugehörigen Normal- 
ebenen. Nun sind aber die aufeinanderfolgenden Normal- 
ebenen, weil sie aufeinander folgende Erümmungsachsen, also 
aufeinanderfolgende Tangenten der entsprechenden Gratlinien 
enthalten, Scluniegungsebenen dieser Gratlinie, und da diese 
Ebepen sich unter dem Winkel x schneiden, ist dieser der 
Schmiegungswinkel für das entsprechende Stück der Grat- 
linie. Folglich: Der Schmiegungswinkel für eine kleine 
Strecke der Gratlinie der Erümmungsachsen ist 
gleich demEontingenzwinkelfür eine entsprechende 
Strecke der gegebenen Baumkurve. 

2) Aufeiader folgende Binormalen der Baumkurve 
schneiden einander unter dem Winkel a, unter dem sich die 
auf ihnen senkrechten Schmiegungsebenen schneiden. Die 
Erümmungsachse ist aber stets parallel zur Binormale, denn 
sie liegt mit ihr in der Normalebene der Eurve und beide 
stehen senkrecht auf der Hauptnormale. Folglich schneiden 
sich auch aufeinanderfolgende Erümmungsachsen unter dem 
Winkel a, Sie sind aber Tangenten ihre Gratlinie und geben 
also deren Eontingenzwinkel. Folglich: 

Der Eontingenzwinkel für ein kleines Stück 

2* 
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der Gratlinie der Krttmmungsaohsen ist gleich dem 
Sohmiegangswinkel für das entsprechende Stttck 
der gegebenen Banmknrye. 

3) Jede Schmiegongsebene der zweiten Enrve ist normal 
znr entsprechenden Schmiegongsebene der ersten. Jede 
Normalebene der zweiten ist pandlel zu der entsprechenden 
Schmiegongsebene der ersten, weil sie senkrecht aof der 
Tangente steht, die parallel zor Binormale der ersten ist 
Die Normalebenen der einen Eorve sind die 
Schmiegongsebenen der andern. Dieser Parallelismos 
ist also gegenseitig. Die entsprechenden Haoptnormalen 
beider sind parallel, denn die der ersten liegt zogleich in 
der Schmiegongsebene der andern ond steht senkrecht aof 
deren zogehöriger Tangente, aber aoch die Haoptnormale 
der zweiten liegt in dieser Schmiegongsebene nnd ist senk- 
recht zor Tangente. Jede Tangente der ersten Knrve ist 
parallel zor entsprechenden Binormale ond der Erümmongs- 
achse der zweiten; jede Tangente der zweiten ist parallel 
zor entsprechenden Binormale ond identisch mit der Krttm- 
mongsachse der ersten. Also: Die besprochenen recht- 
winkligen Dreikantecken der einen Enrve haben 
Eanten, die parallel sind zo denen der entsprechen- 
den Dreikantecken der andern. Demnach sind parallel 
die einander entsprechenden rektifizierenden Ebenen beider 
Eorven, also auch die rektifizierenden Greraden beider. Die 
Schmiegongsebenen der einen sind parallel zn den 'ent- 
sprechenden Normalebenen der anderen. [An dem Beispiele 
der Schraobenlinie sind alle diese Verhältnisse leicht zn er- 
kennen.] 

§ 23) Man verfolge die Entstehung beider Eorven an 
Figor 9. Hier ist die zu A gehörige Schmiegongsebene 
AA^ mit den Tangenten t ond t^ horizontal gedacht, also 
die Binormale AB ond die EriUnmongsachse iiK vertikal; 
fA ist der erste Erttmmongsmittelpnnkt, AfA = ^ der erste 
Erilmmongsradins, AA^ =qx = s das eiste Eorvenstttck, 

Wäre die Eorve eben, so würde irgendwo auf A^fi^ 
1. R in J der zweite ErOmmongsmittelpnnkt fiegen. Es ist 
aber ein Sehmiegongswinkel a vorhanden, d. k der nSehste 
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SAtor A^A^fi^ ist mn die Tangente t^ gegen den ersten ge* 
dreht, und zwar um diesen Winkel a = DA^E. Die Ebene 
A^fi^J zeigt diesen Winkel a an. 

Während nnn die Normalebene A^iKB um den ^x in 
die Lage A^fiKB^ gedreht war, tritt jetzt an ihre SteUe die 
neue Nonnalebene A^/i^K^B^. Dabei ist die Binormale A^ B^ 
um a gegen A^B' gedreht, die Krttmmnngsaehse fi^K^ um a 
gegen ^K. Diese beiden Winkel a haben aber ihre Ebene 




Flg. 9.*) 



in der Erweiterung der senkrechten Ebene A^Jfi^ also 
schneiden einander ii^K^ nnd ju^' in einem Punkte Cr, dem 
ersten Punkte der entstehenden Gratlinie der Krttmmungs- 
achsen. Die neue Normalebene A^ (ji^ K^ B^ ist um die neue 
Krttmmnngsaehse f^^J^^ zu drehen, was den zweiten Sektor 
mit dem Eontingenzwinkel x^ giebt. Jetzt hat man fortzu- 
fahren, wie vorher. Sind im besonderen Falle die Erttmmungs- 
radien q, q^ ... gleich grofs, so fallen die G mit den fi zu- 
sammen. (Vgl Schraubenlinie.) 

Oben wurde rein schematisch die zweite Krümmung als 

r 8 



*) In Figur 9 ist an der uDteraten Linie ^ zu lesen ^ statt ^i. 
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definiert. Geometrisch kann man sie yeranschanlichen, indem 
man A^B^ and A^B' soweit verlängert, dafs der gleich- 
schenklige Winkel B^ A^ B* einen Bogen N^^N' = 8 spannt, 
denn dann ist 

s = ar nnd A^Nj^ = A^N' = r. 

Einen eigentlichen Krümmnngsmittelpnnkt giebt es hier 
nicht, weil A B und A^ B^ einander kreuzen, nicht schneiden. 

§ 24) Die einander kreozenden Erümmnngsradien q 
und Q^ haben irgendwo ihre Kreuzungslinie, d. h. ihr gemein- 
schaftliches Lot, und dieses ist parallel zur rektifizierenden 
Geraden für A^, (VgL Schraubenlinie.) 

Der Ereuzungswinkel von q und q^ ergiebt sich 
folgendermafsen. Mui ziehe (in der horizontalen Schmiegungs- 
ebene) A^ H || ^, dann ist der Winkel HA^ [ji^ gleich dem 
gesuchten Kreuzungswinkel. Denkt man sich um ^ die 
EUnheitskugel gelegt, so wird diese von Jl^J^A^H und A^ii^ 
in Punkten 2>, F und E durchstofsen, welche ein sphärisches 
rechtwinkliges Dreieck DFE geben, welches den rechten 
Winkel bei D hat. Da jedoch die Seiten dieses Dreicks 
sehr klein sind, kann man es als eben betrachten, so daCs 
DE^-\-DF^ = EF^ ist. Nun ist aber DE=a, DF=% 
(Wechselwinkel) und EF=^g^ wenn man unter g den am 
Einheitskreis gemessenen Kreuzungswinkel, gewissermafsen 
die ganze Drehung, versteht Es ist also 

1) 9*=-'+<={^y+{Ty- 

Setzt man ebenso schematisch, wie vorher, für die Gre- 
samtkrtlmmung g den Radius gleich iß, so hat man für den 
Kurvenbogen 9 die Gleichung 

s = Rg 
woraus folgt 



9 
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Dadaroh geht Gleiohong 1) über in -b? = — j-H — $ 

oder in 

111 

2) Ä^^'^ + T^* 
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Gleichung 1) giebt den Lancretschen Satz: Das 
Quadrat der Gesamtdrehung für ein Kurvenstttck 
ist gleich der Summe der Quadrate der beiden 
Einzeldrehungen. In zweiter Form lautet er: Das 
Quadrat der Gesamtkrümmung ist gleich der 
Summe der Quadrate der beiden Einzelkrttmmungen. 

Auch R läfst sich geometrisch veranschaulichen. Man 
hat nur die Schenkel des Winkels HA^E so lang zu machen^ 
dafs der gleichschenklige Winkel den Bogen 8^=AA^ 
spannt. 

§ 25) Die Radien q^ r und R stehen in einem einfachen 
geometrischen Zusammenhange: Bildet man ein recht- 
winkliges Dreieck mit den 
Katheten q und r, so ist 
die Höhe auf der Hypo- 
tenuse gleich R. Der dop- 
pelte Dreiecks-Inhalt ist näm- 
lich 2J=Qr:=hc^ wenn die 
Hypotenuse gleich c gesetzt 
wird, also ist 

A=-^, folgUch ^ = ^= 

wie behauptet war. 

Kennt man demnach zwei dieser drei Ejümmungsradien, 

so kennt man auch den dritten. Daraus lassen sich viele 

i 
Folgerungen ziehen. So ist z. B. ^ stets grOfser als jede 

i i 

der Gröfsen —^ und — ^, folglich ist R stets kleiner als jede 

der Gröfsen q und r, was auch die Dreiecksfignr 10) 
sofort zeigt. 

(Man versuche alle diese Sätze an der Schraubenlinie 
zu veranschaulichen.) 

§ 26) In Figur 1 1 seien A^ A^ und A^ drei aufeinander 
folgende Punkte einer Baumkurve, t^ t^ und t^ die zugehörigen 
Tangentenrichtungen. Dabei liegen t und t^ in der ersten 
Schmiegungsebene CDEF^ t^ und ^ in der zweiten 
Schmiegungsebene OHA^P^, beide Ebenen schneiden ein- 
ander unter dem Winkel o, während t und t^ sich unter 
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dem Winkel x schneiden. AB sei die rektifizierende Gerade^ 
in der sieh die zn A und A^ gehörigen und dnreh t beew. t^ 
gehenden rektifizierenden Ebenen schneiden. Man fälle yon 
einem Punkte M der Geraden AB aus ein Lot auf t und 
ein solches auf t^^ dann steht das eine senkrecht auf der 
ersten, das andere senkrecht auf der zweiten Schmiegnngs- 
ebene. Dies giebt Dreiecke AMP und AMP^y yon denen 
das eine in der ersten, das andere in der anderen rekti- 
fizierenden Ebene liegt. Dabei ist Winkel PMP^ = ay das 
Dreieck PMP^ aber kann, da PP^ verschwindend klein 
ist, und es sich um Lote handelt, als gleichschenklig be- 
trachtet werden. Demnach sind die rechtwinkligen Dreiecke 
PA M und P^AM für den Grenzfall kongruent, folglich ist 
auch PPy^A ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Winkel 
X an der Spitze. 




Fig. 11. 



Man kann nun M auf AB so wählen, daij9 AP= q = AP^ 
ist, dann ist der um A mit Radius q gelegte Sj*eisbogen 
PP^ = Qk = 8 = AA^. Aber auch PM . a ist gleich s, also 



8 



PM = — = r, d. h. gleich dem Radius der zweiten Krümmung. 

Jetzt lege man durch PP^ eine zur rektifizierenden Geraden u4 8 
normale Ebene, wodurch das gleichschenklige Dreieck PNP^ 
entsteht Dabei ist PN die zur Hypotenuse gehörige Höhe 
eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten r und q^ 
also nach obigem PN=Rj d. h. gleich dem Radius der 
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gesamten Krttmmung der Karre bei A. Setet man also 
den im Bogenmafs gemessenen Winkel PNP^ = g\ so ist 

R.g' =^PP^ = s, also g'=^ = g^ d. h. gleich dem Winkd 

der gesamten Drehang oder gleich dem Erenznngswinkel 
von Q and q^ ftlr die Earvenstrecke AA^^. 

Jetzt sind alle drei Erümmangsradien and Erttmmangs- 
winkel zagleich geometrisch yeranschanlieht, and man hat 
im ganzen das folgende: 

Macht man eine Tangente einer gegebenen 
Baamkarve (vom Berührangspankte aas ge- 
messen) gleich dem Erttmmangsradins ^für den 
Berührangspankt A, und legt man darch den 
Endpankt eine Normalebene zur Tangente, so 
erhält man einen Normalschnitt (PPJ zur Tan- 
gentenfläche, dessen Erttmmungsradius (PM) 
gleich dem Radius rder zweiten Erttmmung der 
Eurve für A ist, und dessen Erttmmungsmittel- 
punkt auf der rektifizierenden Geraden der 
Eurve für den Punkt A liegt. Legt man ferner 
durch das kleine Bogensttlck PP^ des Normal- 
schnitts, welches der Eurvenstrecke AA^ ent- 
spricht, eine Normalebene PP^N zur rekti- 
fizierenden Geraden, so giebt PN den BadiusA 
der gesamten Erümmung für den Punkt A der 
Baum kurve. Dabei zeigt sich, dafs der Winkel^, 
unter dem sich die beiden rektifizierenden 
Ebenen für ein kleines Eurvenstück A^l^ schnei- 
den, gleich dem Ereuzungswinkel der zu- 
gehörigeuErümmungsradien^und^^, also gleich 
dem Winkel der gesamten Erümmung ist. 

§ 27. [Für die Schraubenlinie vom Steigungswüikel y 
und vom Cylinderradius r^ ergiebt sich (Figur 12) folgendes: 

Man bilde das rechtwinklige Dreieck ADZ^ dann ist 
AZ = Q der erste Erümmungsradius der Schraubenlinie. 
Macht man AP=AZ = q und errichtet man auf -4P in P 
ein Lot, so giebt dieses auf der Gylindergeraden MA einen 
Punkt At^ derart, dafs PM^ = r der Badius der zweiten 
Erümmung für A ist. Das Lot PN giebt den Badins E 
der gesamten Erümmung für A an. Alle diese Badien 



26 



I. Die GaldioflcheB Begeln ffir DrehnngskOrper etc. 



sind fflr die Sehranbenlinie konstant Ist nun AA^ 
ein kleiner Bogen s der letzteren, so hat man im Gnindrifs 
in Winkel k'M'A\ den Erenzongswinkel g der aufeinander 
folgenden Badien. Macht man also MZ ^=PN^ so ^ebt 




Fig. 13 .•) 



ZZ\ den Aufirifsbogen AA^=^%. Dagegen würde im Onmd- 
rifs ^-Z^ylZ^ den Eontingenzwinkei x geben, wenn man 
Zy^ = Q macht, wobei fi' unterhalb fi fällt. Macht man endlich 

*) In Figur 12 lese man x statt k und o statt b* 
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ZW=T, 8oistfürdenGrenzfaU-*:Z'»rZ'i = a, d.h. gleich 
dem Schmiegnngswinkel. Will man eine besondere Figur 
machen, so errichtet man besser über 7JZ^ gleichschenklige 
Dreiecke mit den Schenkeln ^, r nnd R. Dabei ist 



^ cosV' tany cosV tany cosysiny* 

iZ == ^cosy = ttV: ^^"^y = 



cos'y cosy 

i i i 

Daraus bestätigt sich die Gleichung -^ = — ^ -| — ^ in 

der Form cos'y = cos*y + cos*y8inV- Auch ist leicht zu 
zeigen, dafs für « = — , d. h. für den vt^ Teil des Umgangs, 

% 27t 8 27t 8 27t . T 

Da für die Schraubenlinie r = --^ — , für die zugehörige 

tany' o ■« 

Gratlinie /= tanC^Ö^ — y) =g*^y> »® ^^^^' ^^^^ ? ^® 

mittlere Proportionale zwischen den Badien der zweiten 
Krümmung für die Schraubenlinie und die zugehörige Grat- 
linie der Erümmungsachsen ist. 

§ 28) Aus obigem folgt: Soll eine Kurve überhaupt 
gekrümmt sein, so ist für das kleine Stück AA^ zunächst 
ein Kontigenzwinkel x nötig, der von Null verschieden ist. 
Soll noch eine zweite Ejümmung vorhanden sein, so ist auch 
noch ein Schmiegungswinkel a nötig. Die GesamtkrfUnmung 

ist dann g = V x* -|- <^*- Hö^* ^^^ den Schmiegungswinkel a 
auf, so kann dies dadurch geschehen, dafs man die Tan- 
gentenfläche auf eine der Schmiegungsebenen abwickelt. 
Dadurch wird die Kurve eben, behält aber denselben Kon- 
tingenzwinkel bei. Läfst man auch irgendwie den Kontingenz- 
Winkel verschwinden, so erhält man eine Gerade von un- 
veränderter Länge. 

Ans der Gleichung ^* = x* -|- ^* fo^K*? dafs, wenn man g 
verschwinden läfst, sowohl x als auch a verschwinden. Da 
nun je zwei aufeinander folgende rektifizierende Ebenen den 
Winkel g bilden, so werden g^ x und a zugleich aufgehoben. 
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wenn man die Flftehe der rektifizierenden Greraden auf eine 
der rektifizierenden Ebenen abwickelt. Folglieh gilt ganz 
allgemein der Satz: 

Wickelt man bei einer Ranmknrve die Fläche 
der rektifizierenden Geraden auf eine der rekti- 
fizierenden Ebenen ab, so wickelt man die Banm- 
knrve so ab, dafs sie eine Gerade wird. 

So zeigt sich ganz allgemein, dafs der Name der rekti- 
fizierenden Geraden, der rektifizierten Ebene und der Fläche 
der rektifizierenden Geraden sehr bezeichnend gewählt ist 
(Vgl. Schranbenlinie.) 

§ 29) Der Vollständigkeit halber sei noch folgendes 
tlber die Schmiegangskngel beigefügt: 

Der zu einem Punkte A einer Saumkurye gehörige (in 
der Schmiegongsebene liegende) Erttmmnngskreis q mit dem 
Mittelpunkte fi berührt die Kurve inniger, als jeder andere 
der sie dort bertlhrenden Kreise. Jeder der letzteren hat 
mit der Kurve nur zwei benachbarte Punkte A und A^ 
gemein, ein berührender Nachbarkreis dagegen Punkte A^ 
und A^. Nun sehneiden sich aber benachbarte in der 
Schmiegungsebene liegende Normalen in ju, der um fi gelegte 
Berührungskreis gehört also beiden Normalen an und hat 
mit der Kurve drei Punkte -4, A^^ und A^ gemein. 

Durch den genannten EJrümmungskreis lassen sich un- 
endlich viele Kugeln legen. Die KrtUnmungsachse von A 
ist aber senkrecht auf der zugehörigen Schmiegungsebene 
und geht durch ^, auf der Krümmungsachse liegen 
also sämtliche Mittelpunkte dieser Kugeln. Jede 
dieser Kugeln geht durch die Punkte Aj A^y A^ der Baum- 
kurve und beräirt sie demnach in drei Punkten. 

Nun schneiden sich aber zwei benachbarte Krümmungs- 
achsen in einem Punkte G der zugehörigen Gratlinie. Um G 
läfst sich also eine Kugel legen, welche die Kurve nicht 
nur in den Punkten AA^A^ berührt, sondern, der benach- 
barten Krümmungsachse wegen, auch in A^A^A^y so dafs 
sie im ganzen die vier Punkte Ay A^y A^, A^ mit der Baum- 
kurve gemein hat. Diese Kugel berührt also die Baumkurve 
bei A inniger, als jede andere berührende Kugel. Sie 
heifst die Schmiegungskugel der Baumkurve für den 
Punkt A, Folglich: 
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Die Qratlinie der Fläche der Erttmiiiniigsachsei) 
einer Bamnkarve ist der Ort der Mittelpunkte fttr 
ihre Schmiegungskugeln. 

[Bei der Schraubenlinie fallen, weil alle q gleich lang 
sind, die G mit den fi zusammen, also sind bei ihr die 
Krttmmungsmittelpunkte fi die Centra der Schmiegungskugeln. 
Dies gilt von allen Baumkurven vom konstanten ErtUnmungs- 
radius q.] 

§ 30) Das Gegebene umfafst das Minimum der Vor- 
kenntnisse, die man nötig hat, um die Frage zu entscheiden, 
ob die Guldinschen Regeln, besonders die Flächenformel, 
sich irgendwie auf allgemeine Raumkuryen ausdehnen lassen. 
(Eine ganze Reihe von Lehrbüchern und Abhandlungen spricht 
sich in dieser Hinsicht yerhältnismäfsig kritiklos aus.) Un- 
stetigkeiten wurden im obigen absichtlich ausgeschlossen. 
In litterarischer Hinsicht sei bemerkt, dalüs Prof. Schell in 
seiner „allgemeinen Theorie der Kurven doppelter Erttmmung", 
Leipzig bei Teubner, 2. Aufl. 1898, eine rein geometrische 
Darstellung der Baumkurven giebt, an die sich das obige 
mehrfach anschliefst. Er bezeichnet dabei unendlich kleine 
Eurvenelemente nach der Methode der Differentialrechnung, 
was hier streng unterlassen ist. In Bd. II der analytischen 
Geometrie des Raumes von Salmon-Fiedler, Leipzig bei 
B. G. Teubner, wird der Gegenstand sehr ausftlhrlich ana- 
lytisch behandelt. Knapper geschieht dasselbe in Luigi 
Bianchis Differentialgeometrie, übersetzt von M. Lukat, 
Leipzig bei Teubner. In demselben Verlage erschienen ent- 
sprechende Werke von Knoblauch und v. Lilienthal 
über denselben Gegenstand. Monge und seine Schule 
sind zuerst grundlegend mit den Hilfsmitteln der dar- 
stellenden Geometrie und der Analysis an die betreffenden 
Fragen herangetreten. 

§ 31) Zunächst soll die Guldinsche Inhaltsformel (nicht 
die Flächenformel) auf ihre Ausdehnbarkeit untersucht werden, 
d. h. hinsichtlich des Schwerpunktweges als beliebige Baum- 
kurve. UnStetigkeiten der letzteren sollen von der Betrach- 
tung ausgeschlossen bleiben, so z. B. plötzliche Änderungen 
der Bichtung (Knicke, Bückkehrpunkte u. dergL), plötzliche 
Änderungen der Gröfse und Lage des Krümmungsradius ^, 
der Winkel a und x für kleine Kurvenstücke von gleicher 
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Gröfse, Unterbrechungen im Verlaufe des Schwerpunktsweges. 
Einzelne Unstetigkeiten können bisweilen unschädlich sein. 
In der fiegel sind sie es aber nicht, namentlich sind alle 
Fälle auszuschliefsen, bei denen die Anzahl der Unstetig- 
keiten auf endlicher Strecke unendlich grofs wird. Alle 
Arten von Unstetigkeit würden besondere Untersuchung er- 
fordem, auf die hier verzichtet werden soll 

S) Ausdehnung der Guldinsohen Inhaltsformel auf den 
Fall, dafe der Schwerpunkt der bewegten ebenen Fläche 
sich stets senkrecht gegen die Fläche auf einer beliebigen 

Bauhikurve bewegt. 

§ 32) Die Baumkurve SS^S^ des Schwerpunktsweges 
entstehe auf die in Figur 9 dargestellte Weise. Dabei seien 
SS^fi, S^S^fi^j ... die aufeinander folgenden Schmiegungs- 
ebenen. Die erste werde z. B. als horizontal angenommen, 
so dafs die Tangenten t und t^ horizontal sind, während t^ 
nicht mehr horizontal ist; fi und ^^ sind die beiden ersten 
Erümmungsmittelpunkte, fiK und fiJ^t sind die beiden 
ersten Erümmungsachsen, SB und S^^^^ (parallel zu diesen) 
die beiden ersten Binormalen. Die beiden Krttmmungs- 




Fig. 18. 
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achsen, von denen die erste senkrecht zu denken isl^ 
sehneiden sich in G, dem ersten Pnnkte der Gratlinie für 
die Fläche dieser Achsen. [Bei der Schraubenlinie ist 
Q = Qi, daher fällt bei ihnen G mit ju^ in N zusammen.] 
Die Hilfsebene f^S^/Ä^ ist senkrecht zu denken. In ihr liegen 
/iiK und f^^Kj. 

In Figur 13 ist die Entstehung des Körpers aus der ebenen 
Fläche CDEF dargestellt. Die letztere liegt in der ersten 
Normalebene BSfiK des Schwerpunktsweges und bleibt 
während der ganzen Drehung um die Achse fiK stets in 
der bis in die Lage C^S^fiK sich drehenden senkrechten 
Ebene. Alle Punkte der Fläche bewegen sich bis dahin auf 
Parallelkuryen, die horizontal liegende Kreise sind. 

Die zweite Bewegung erfolgt um die Achse /MjÄ^, die 
beim Anfang in der Ebene von C^D^E^F^ liegt und während 
der neuen Bewegung stets in der Ebene der Fläche F bleibt. 
Da aber (i^K^ schräg liegt, kann bei dieser Bewegung die 
Fläche F nicht mehr senkrecht bleiben. Die neue Bewegung 
des Schwerpunktes erfolgt zunächst in der Tangente t^^ geht 
aber, stets senhrecht zu F^ allmählich in die Bichtung von 
t^ ttber, welches nicht mehr horizontal ist. Vor dem Ein- 
tritt in die zweite Bewegung könnte die Fläche noch 
Drehungen in ihrer Ebene um S^ machen, von solchen soll 
aber zunächst abgesehen werden, was einen ersten Fall giebt. 

§ 33) Erster Fall. Die Fläche macht vor dem Ein- 
tritt in die zweite Bewegung keine Drehung um den Schwer- 
punkt aS^. Dann sind die neuen Parallelkurven für die 
einzelnen Punkte (Kreisbogen, parallel zur zweiten Schmie- 
gungsebene) die einfachen Fortsetzungen der vorhergegangenen. 
Alle Punkte bewegen sich also während der ge- 
samten kleinen Einzelbewegungen in Parallelkurven 
. zur Schwerpunktskurve. 

Da die Guldinsche Inhaltsformel für alle ein- 
zelnen Teile gilt, bleibt sie auch für den gesamten 
Körper in Geltung. 

Die Oberflächen von Körpern dieser Art sollen als 
Kanalflächen im engeren Sinne bezeichnet werden. 

§ 34) Zweiter Fall. Das Bestehen der Guldinschen 
Inhaltsformel wird nicht aufgehoben, wenn die Fläche beim 



32 !• I^ GnldiasoliBii Begaln für Drehnngskörper etc. 

Emtritt in jede neue Elementarbewegmig eine Drehung in 
der augenblicklichen Ebene um den Schwerpunkt macht*) 

Denkt man sich diese Drehungen während der Be- 
wegung kontinuierlich in sonst beliebiger Weise erfolgend^ 
80 werden auf der einen Seite der augenblicklichen Binormalen 
die Punkte erhöht, auf der andern erniedrigt und zwar so, 
dafs diese Erhöhungen und Erniedrigungen proportional der 
Entfernung vom Schwerpunkt 5 sind. Folglich bleiben 
die Bewegungskurven der einzelnen Punkte 
nicht mehr Parallelkurven der Schwerpunkts- 
kur ven. Die entsprechenden Oberflächen können als 
Kanalflächen im weiteren Sinne gelten. 

Die Oberfläche erhält im allgemeinen eine ganz neue 
Gestalt durch diese Drehungen, und, wie sich unten zeigen 
wird, auch einen anderen Flächeninhalt. [Nur der Fall ist 
ausgenommen, dab die bewegte Fläche ein Kreis ist, dessen 
Drehungen um S^ keinen Einflufs haben. Dies giebt die so- 
genannten Röhren flächen im engsten Sinne, welche 
z. B. als umhüllende Fläche einer Kugel auftreten, deren 
Mittelpunkt sich auf beliebiger Raumkuire bewegt, z. B. auf 
einer Schraubenlinie.] 

§ 35) Ein Sonderfall des zweiten Falles. Es 
kann gefordert werden, dafs der Krümmungsradius mit der 
bewegten Kurve bezw. Fläche stets starr yerbunden bleibt 
(da(s also die Fläche stets längs derselben Greraden DF mit 
ihm yerbunden ist). Soll dies geschehen, so mufs am Ende 
jeder Elementarbewegung die fläche in ihrer Ebene um den 
Schmiegungswinkel a des Schwerpunktsweges gedreht 
werden. [Dies wird z. B. bei allen Schraubengewinden 
gefordert Deshalb bewegen sich bei diesen die Punkte der 
Fläche F nicht auf Parallelkuryen, sondern auf Schrauben- 
linien yon verschiedenen Steigungswinkeln und yerschie- 
denen a.] Man könnte die entsprechenden Oberflächen als 
geschraubte Kanalflächen bezeichnen. Selbstver- 
ständlich gilt auch hier die Guldinsche InhaltsformeL 

Auf den stattfindenden Drehungen in der Ebene der 
Fläche beruht, wie sich zeigen wird, die Schwierigkeit der 



*) Auch hier bedtirfen die Bemerkungen in BaltEers Elementen 
(n, Sdte 268) einer Konrektor. 
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•• 
Berechnimg von Schraabenflächen. Über solche sei einiges 

eiogeschaltet. 

e) Einiges über Sohraubengewinde, was mit der Quldinschen 

Inhaltsformel zusammenhangt. 
§ 36) In Figur 14 ist zonäebst die Einteilung des in 
Parallelperspektive gezeichneten 
Kreiscyünders in kongruente Sek- 
toren durchgeführt. Die regel- 
mäfsige Einteilung des Halbkreises 
ist dabei auf den Durchmesser 
projiziert worden. Daraufist jeder 
Sektor an der Gylinderachse ab- 
wärts geschoben, derart, dafs eine 
Art Wendeltreppe mit gleich 
hohen und gleich „breiten" Stufen 
entsteht, deren Aufsenecken also 
in Schraubenlinien liegen. Denkt 
man sich die Anzahl der Sek- 
toren unendlich grofs, so erhält 
man einen Körper, der von zwei 
„Minimalschraubenflächen" und 
einem cylindrischen schrägen Pa- 
rallelstreifen (der, auf die Ebene 
abgewickelt, einen geradlinig be- 
grenzten Parallelstreifen giebt) be- 
grenzt wird. Der Parallelstreif, 
der vorher (beim Cylinder) in die 
Ebene abgewickelt ein Rechteck 
gab, giebt jetzt ein Parallelogramm 
von demselben Flächeninhalt. Da- 
gegen sind die früheren Normal- 
schnitte des Cylinders in Schrau- 
benflächen grösseren Inhalts über- 
gegangen, der später berechnet 
werden soll (wozu die Guldinsche 
Flächenformel untauglich ist). 

Der Inhalt der Eörpersektoren hat sich durch die 
Verschiebung nicht geändert. Für den Cylinder war 

HoUmftlUr« St«reonetrio III. 3 





Fig. 14. 
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die Rechteckehöhe war. Dieselbe Guldinscbe Formel 
J=27tQ^F^ gilt also aach für den Umgang des 
betrachteten Sohraabengewindes, wie grols 
aach die Ganghöhe der Schraube sei. 

§ 37) In den Figuren 15 bis 18 sind einige andere 
Oewinde angedeutet. Figur 15 stellt das sogenannte flache 
Schraubengewinde dar, welches durch Schranben- 
bewegung eines rechteckigen Profils entsteht. Figur 16 ist 




Fig. 16. 




Figr, 17. 



Flg. 16. 

das sogenannte scharfe Ge- 
winde, durch Schraubenbewegung 
eines gleichschenkligen Dreiecks 
entstehend. Man kann das Dreieck 
nach innen soweit fortsetzen, dafs 
die innere Schraubenlinie mit der 
Cylinderachse zusammenfällt. Figur 
17 deutet die Entstehung des 
trapezischen Gewindes an, 
Figur 18 die eines gewissen aus 
dem Halbkreise hervorgehenden 
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Gewindes- Diesen Formen liefsen sich noch viele andere 
anschliefsen. 

An jedem solchen Gewinde kann man dieselbe Sektoren- 
^betrachtang vornehmen wie vorher. Jedesmal bleibt beim 
Übergänge vom Drehongskörper znm Schraubengewinde der 
körperliche Inhalt derselbe. Da aber der erstere mit Hilfe 
der Gnldinschen Regel berechnet wird, so gilt diese auch 
für den Inhalt des Schraubengewindes. Das Profil des 
Gewindes ist hier stets im Haupt- 
schnitte (durch die Cylinderachse 
gelegt) zu denken, also schräg 
gegen die auftretenden Schrauben- 
linien, insbesondere der zum Flächen- 
schwerpunkt gehörigen. Die Regel 
lautet also: 

Der körperliche Inhalt 
eines Schraubengewindes für 
einen Umgang ist gleich dem 
des entsprechendenDrehungs- 
körpers, also 

1) J=^27tQ^F^, 

wo ^j den Schwerpunkts- 
abstand des Profils von der 
Cylinderachse, F^ die im 
Hauptschnitt liegende Pro- 
filfläche bedeutet. 

So ist z. B. der Inhalt des in 
Figur 18 dargestellten Gewindes 
gleich dem der entsprechenden 
Kugel. 

§ 38) Man denke sich durch das Gewinde einer Schraube 
irgendwo einen Normalschnitt zur Cylinderachse 
gelegt. Alle so entstehenden Schnittflächen sind kongruent, 
und um gewisse Winkel gegeneinander gedreht, wobei die 
Drehung um die Cylinderachse erfolgt. Man kann sich also 
das Gewinde auch so entstehend denken, dafs diese Schnitt- 
fläche F^ sich an der Cylinderachse parallel zu sich selbst 
hinaufschiebt, dafs aber dabei die Fläche Drehungen nm 
diese Achse macht, die proportional dem Aufsteigen vor 

3* 




Fig. 18 
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sich gehen. Ist nun die Ganghöhe des Gewindes gleich A, 
so folgt als körperlicher Inhalt 

2) J=ÄF„ 

denn nach Cavalieri bleibt der Inhalt gleich dem eines über 
jenem Normalschnitt stehenden Cylinders bezw. Prismas (bei 
dem nur die Verschiebung, nicht aber die Drehung stattfindet). 

§ 39) Man denke sich jetzt das Gewinde folgender- 
mafsen entstehend: Der Schwerpunkt einer ebenen Fläche F 
bewege sich stets senkrecht gegen diese, sein Weg aber sei 
eine Schraubenlinie. Damit nun alle Punkte Schrauben- 
linien derselben Ganghöhe geben, mufs die Fläche nicht 
nur die Drehungen /; um die Erttmmungsachsen des Schwer- 
punktweges mitmachen, sondern auch die Drehungen, die 
den sehr verschiedenen Torsionswinkeln a der einzelnen 
Schraubenlinien entsprechen, in der eigenen Ebene zurück- 
legen, wie in § 35 gezeigt war. 

Ist nun r^ der Cylinderradius für die Schraubenlinie 
des Schwerpunktes der bewegten Fläche, und h die 
gemeinschaftliche Ganghöhe, also der Steigungswinkel durch 

tany = -^r bestimmt, so ist der Schwerpunktweg für einen 

Umgang w = — ; — , der Ej*ütnmungsradius des Schwerpunkt- 

weges Q = — ^. Der Inhalt für einen Umgang wird dann 
nach der erweiterten Guldinschen Inhaltsformel 

3) J=y,F=-j!—F=:^^^F=27tQG0HyF 

smy cos/ ^ 

= 27tQF' = 27caF. 

Hier ist F' = Fcosy eine gewisse Projektion der be- 
wegten Fläche und 27tQ gleich einer Kreisbahn vom Radius ^, 
womit wiederum ein Zusammenhang mit einem Drehungs- 

T 

körper gegeben ist; a = — ^ ist die gröfsere Halbachse der 

durch eine Schmiegungsebene aus dem Cylinder geschnittenen 
Ellipse, was auf einen dritten Drehungskörper führt. 

§ 40) Im ganzen hat man bis jetzt für den Umgang des 
Gewindes drei Hauptformeln gefunden: 
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siay 



F=2n^^F^ =hF^. 



Daraas folgen zunächst die Gleichnngen 



4) 



Pt = 



F= 



coty, 



F 



'27tr. 



mtfin^^ siny iMsy2it(f^ 

= ^^l—F = ^^^-^F= — F 
^icosy ß, ^, 

F 



F 



t 



saxy 



F. 



5) • 

wobei /i der ASteignngswinkel für die zu F^ gehörige Schwer- 
punktsschraubenlinie ist. 

Ans diesen Gleichungen läfst sich noch eine Beihe anderer 
ableiten, auf die jetzt nicht eingegangen werden soll. 

§ 41) Man versuche noch den Fall zu erörtern, bei 
dem die Schraubenlinie dadurch in eine andere Kurve ver- 
wandelt wird, dafs der Steigungswinkel veränderlich gemacht 
wird. Die Profilformel J=^27tQ^F^ und die Querschnitts- 
formel J=hF^ bleiben dabei bestehen. Die sogenannten 
Züge der Gewehrläufe und die der Kanonenrohre sind solche 
Kurven veränderlicher Steigung, die z. B. durch Abwickelung 
des Cylinders auf die Ebene einen Kreisbogen geben, also 
mit dessen EKlfe leicht herzustellen sind. Auch in der 
Industrie und im Kunstgewerbe kommen „Schraubenlinien 
mit veränderlicher Steigung'^ vor. 

^ Flftohenbereohnnng f&r Goldinsohe Drehnngsgebilde. 

§ 42) Der Kegelmantel. ^ 
Dreht sich eine Gerade A^A^ um 
eine mit ihr in derselben Ebene 
liegende Achse PQ, und haben 
dabei die Endpunkte A^ und A^ 
von der Achse die Entfernungen r^ 
und r^, so hat der entstehende 
Kegelmantel die Fläche 



= 27t8 



2 



27tQ8 = IC8, 




jng. 19. 
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wobei 8 die Länge der Geraden, w der Weg ihres Schwer- 
punktes S ist. Für die so rotierende Gerade gilt also 
der Satz: 

Mantelfläche gleich Länge der Geraden mal 
Schwerpunkts weg. 

Er gilt auch dann, wenn der Drehungsweg nur den 
n**" Teil der vollen Umdrehung ausmacht. 

§ 43) Verallgemeinerung für jeden endlichen 
und ebenen gebrochenen Linienzug. , 

In einer durch die 
/ Drehungsachse PQ gelegten 

& ^^ Ebene befinde sich eine 

/ Aufeinanderfolge von ge- 

9j L raden Linien s^, «2? ht hi • • •' 

7 ^ deren Schwerpunkte von PQ 

( die Entfernungen ^1, ^2, ^g, 

& V,?^ ^4? • • • haben. Dreht sich 

\ die Ebene um PQ? so be- 

g# _^\^^* schreibt der Linienzug eine 

o c»^^ Mantelfläche, deren Inhalt 

9± V, Jlf = 27CQ^8^ + 27tQ^S^ 

) = ^^{Qlh +.(^2«2 + Q^h 

'/'' Hier steht in der Klam- 

/ mer das Produkt aus jeder 

p.^ .2(j Geraden und ihrem Schwer- 

punktsabstande , gewisser- 
mafsen die Summe der statischen Momente in Bezug auf die 
Achse PQ, die gleich dem statischen Momente des gesamten 

Linienzugs « = «1 + «a -f- «s 4~ • • • ~h *» ^^t, dessen Schwer- 
punkt von PQ die Entfernung q habe, so dafs w = 27cq der 
Schwerpunktsweg des G^bUdes ist. Die Mantelfläche 
ist also auch hier gleich dem Produkte aus der 
Länge des Linienzugs und dem Schwerpunktswege. 
Dies gilt auch dann, wenn die Drehung nur den n^^ Teil 
einer vollen Umdrehung beträgt. 

§ 44) Ausdehnung der Guldinschen Flächen- 
formel auf deü Fall der Umdrehung einer beliebigen 
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ebenen Kurve um eine Achse, die in derselben 
Ebene liegt. Man denke sieh die ebene Kurve in so 
kleine Stücke zerlegt, dafs jedes als gerade Linie betrachtet 
werden kann, dann hat man wiederum den Flächeninhalt 

Man kann sich z. B. die Stücke «, , «^ ... gleich grofii 
denken, jedes gleich — , dann hat man 

71 

o 
^= ^^— fei + ?9 + ?8 + • • •]• 

Nun ist aber o =r ^i "■" ^« "■" ^« "»" ' • * (jag mittlere o, 

n 

d. h. der mittlere Schwerpunktsabstand für alle gleich langen 
Stücke, also wird wiederum die Guldinsche Flächen- 
formel 

1) Ai = 2tcqs == W8, 

d. h. Mantelfläche gleich Länge der Kurve mal 
Schwerpunktsweg. 

Die Umkehrungen g = — und s = — können 

^ ^ 27CS 27tQ 

ebenfalls benutzt werden. 

§ 45) Ausdehnung auf den Fall, dafs die Kurve 
von der Drehungsachse geschnitten wird. Wie bei 
der Körperformel erhalten die Abstände für jeden der beiden 
Kurventeile s^ und s^ entgegengesetzte Vorzeichen. Die 
Regel gilt also weiter in der Form 

M = 27CQ8 = 27t [pi«^ — ^2 «j], 

so dals es sich bei ^« = ßi«i — q^s^ um die Differenz 
der beiden statischen Momente handelt, was wieder das 
Gesamtmoment giebt. 

Geht demnach die Drehungsachse z. B. durch 
den Schwerpunkt der Kurve, so wird bei dieser 
Auffassung die Mantelfläche gleich Null. 

§46) Vergröfsert man den Schwerpunktsabstand 
der ebenen Kurve von der Drehungsachse um +^ 
so wächst die Mantelfläche bei voller Umdrehung 
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nm + 27t es. Denn 27tQ8 geht ttber in 2fra(^+e), der 
Unterschied ist also +2 7t es. 

Diese Formel ist unabhängig von dem Schwer- 

punktsabstande Qj sie kann also auch angewandt 

werden, wenn man die Lage des Schwerpunktes 

nicht kennt. Man findet sogar mit ihrer Hilfe den Schwer- 

pnnktsabstand wieder, indem man Jf. = M — 27te8=0 

M 
setzt, nämlich als e = -^ . Kennt man z. B. den Kngel- 

' 27tS ° 

mantel als ilf = 47tr% und für den Halbkreis s = j-tt, so 

47tr^ 2r 

findet man e = -r = — . 

27t .r 7t 7t 

§ 47) Der Schwerpunkt in sich zurück- 
laufender ebener Kurven fällt im allgemeinen 
nicht mit dem der zugehörigen umschlossenen 
Fläche zusammen. Hat jedoch die geschlossene Kurve 
mehrere Symmetrieachsen, so fallen beide Schwerpunkte zu- 
sammen. Im allgemeinen also sind die Abstände beider 
Punkte von einer willkürlich gewählten Drehungsachse ver- 
schiedene. Dies war schon in Bd. H für den Dreiecks- 
umfang und die Dreiecksfläche gezeigt, ebenso für die Halb- 
kreisfläche und ihre Umrandung, es gilt ebenso für die Hälfte 
der Ellipsenfläche und ihre Umrandung. Dagegen fallen 
beim Bechteck, bei regelmäfsigen Vielecken, beim ganzen 
Kreis, bei der ganzen Ellipse u. s. w. die Schwerpunkte der 
Fläche und ihrer Umrandung zusammen. Hier können 
also beide Guldinsche Formeln zusammen ange- 
wandt werden, was jedoch im allgemeinen nicht gestattet ist 

§ 48) Für die Mantelfläche eines Guldinschen 
Drehungskörpers ist neben der rektifizierten Um- 
randung s nur die Entfernung q des Schwerpunktes 
von der Drehungsachse mafsgebend, nicht aber die 
Sichtung der letzteren; nur mufs die Achse in der 
Ebene der Umrandung liegen. Obwohl für verschiedene 
Richtungen die Drehungsflächen sehr verschieden geformt 
sind, ^t doch bei übereinstimmendem Schwerpunkts- 
abstande q für sämtliche Drehungsflächen desselben Profils 
dieselbe Mantelformel 
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rj) Bedingte Verallgemeinenrng des Guldinsehen 

Fläohensatzes fiir die Sohwerpunktsbewegung auf beliebigen 

ebenen Kurven oder auf Baumkurven. 

§ 49) Bewegt sich der Schwerpunkt einer ge- 
schlossenen oder nicht geschlossenen ebenen Kurve 
auf ebener Bahn und wird die bewegte Kurve von 
der Ebene der Bahn stets in denselben Punkten ge - 
schnitten, so ist, wenn w der Schwerpunktsweg, s die 
gestreckte Bogenlänge der Kurve ist, die ent- 
stehende Mantelfläche M = w8. 

Der Beweis ist ebenso zu führen, wie bei der Inhalts- 
formel. Jeder kleine Weg des Schwerpunktes ist nämlich 
als eine kleine Kreisbewegung um die jedesmalige Krtim- 
mungsachse zu betrachten, und da alle Krümmungsachsen 
parallel sind, so treten keine Schmiegungswinkel o auf, 
welche störend einwirken könnten. Alle Punkte bewegen 
sich in den einzelnen Phasen der Bewegung auf Parallel- 
kurven zur jedesmaligen Schwerpunktsbewegung. 

Bemerkung. Wird die bewegte Kurve von der 
Ebene der Bahn nicht immer in denselben Punkten ge- 
schnitten, d. h. finden Drehungen der bewegten Kurve in der 
eigenen Ebene um den Schwerpunkt statt, so wird im all- 
gemeinen der Inhalt der Mantelfläche ein ganz anderer. 

Man stelle sich z. B. die Kurve als Ellipse vor und denke 
sich die Drehungen nm den Schwerpunkt am Ende jeder 
Elementarbewegung erfolgend. Dann würden die einzelnen 
MantelteUe dieselben Inhalte erhalten, wie vorher, aber die 
gesamte Mantelfläche würde keine zusammenhängende sein^ 
sondern seitliche Öfihungen haben. Das Schliefsen der 
letzteren durch die nötigen Seitenflächen würde die Ober- 
fläche vergröfsem. 

Ein entsprechendes Vergröfsem der Oberfläche findet 
auch dann statt, wenn die Drehung um den Schwerpunkt 
kontinuierlich nach irgend einem einfachen oder komplizierten 
Gesetze erfolgt. Es ist dann ähnlich wie bei der Ausdehnung 
der Prismenformel J = Fh für den Fall, dafs die einzelnen 
Schichten gegeneinander gedreht werden. Die Inhaltsformel 
bleibt dabei bestehen, jedoch die Mantelfläche behält nicht 
die Formel M=uh. Diese Fläche wird aus demselben 
Grunde vergröfsert, wie die hier besprochene. Nur wenn 
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der Querschnitt ein voller Kreis ist, sind die Drehungen 
nm den Schwerpunkt ohne Einflufs, denn der Gylinder bleibt 
dabei ein Cylinder, die Mantelfläche jeder Schicht wird nur 
in sich bewegt. 

Genau ebenso sind bei der hier zu unter- 
suchenden Bewegung der ebenen Kurve 
Drehungen, die in derenEbene um denSchwer- 
punkt stattfinden, nur dann gestattet, wenn 
die Kurve ein vollständiger Kreis ist. Dies 
gilt z. B. von den entsprechenden Böhren- 
flächen. Die Formel M = w8 bleibt für so ent- 
stehende Flächen erhalten. 

Auf der Fläche befinden sich in diesen Sonderfällen 
neben den eigentlichen Bewegungskurven der Punkte auch 
solche ebene Kurven, die der ersten Bewegung (ohne 
Drehungen um den Schwerpunkt) entsprechen. 

§ 50) Ist der Schwerpunktsweg eine Kurve 
doppelter Krümmung, so hört die Geltung der Gul- 
dinschen Mantelformel im allgemeinen auf Die Gründe er- 
geben sich folgendermafsen: 

Man kehre zu Figur 13 zurück und denke sich den 

w 
Schwerpunktsweg w in gleich lange Teile — zerlegt. Die 

1%) 

erste Teilbewegung ist eine Drehung um die Achse iiK, 

w 
Für diese gilt die Formel Jkf- = — «. Die zweite Teil- 

bewegung um die Achse /*i^i giebt dasselbe. Bei ihrem 
Beginne aber sind zwei Fälle möglich. Entweder ver- 
harrt die bewegte Kurve zunächst in der vorherigen Schlufs- 
lage, und die Bewegungskurven der einzelnen Punkte werden 
bei der Drehung um die Achse K^ fi^ einfach Fortsetzungen 
der vorigen. Dann entstehen keine seitlichen Lücken, und 

w 
die Formel M^ = — s gilt auch für den zweiten Teil 

der Bewegung u. s. w. Oder die bewegte Kurve macht erst 
eine Drehung in ihrer Ebene um den Schwerpunkt und dann 
erst beginnt die Drehung um fi^K^. Dann entstehen seit- 
liche Lücken, zu deren Beseitigung Oberflächenteile zu nehmen 
sind, die eine Vergröfserung der Oberfläche bedingen. Eine 
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solehe findet natorgemäfs auch dann statt, wenn die in der 
Ebene der Kurve um den Schwerpunkt erfolgende Drehung 
wahrend der Drehung um fiK bezw. i^^K^ kontinuierlich 
erfolgt. Nur wenn die bewegte Kurve ein vollständiger 
Kreis ist, sind diese Drehungen um den Schwer- 
punkt nicht störend für das Fortbestehen der Gnl- 
dinschen Mantelformel. So kann man z. B. die letztere 
auf die gewöhnliche Schraubenröhrenfläche an- 
wenden, überhaupt gilt dies von den aus der Be- 
wegung einer unveränderlichen Kugel hervorgehen- 
den Eöhrenflächen. (Auf der Fläche befinden sich dann 
wieder beide Arten von Kurven.) 

Im allgemeinen hört also die Geltung der Formel auf, 
z. B. auch dann, wenn die bewegte Fläche die Drehungen a 
der Krümmungsachse des Schwerpunktsweges (beim Über- 
gänge aus der Lage fiK in die Lsige fi^K^) mitmacht, wie 
es z. B. bei den Schraubenflächen geschieht, wo der Krüm- 
mungsradius f^S bezw. /u^S^ die bewegte Kurve stets in 
denselben Punkten jP, B (bezw. F^D^, ^aA) schneidet. 
(Die bewegte Kurve ist dabei nicht etwa mit der Profil- 
kurve des Gewindes zu verwechseln, die ganz anders ge- 
staltet ist.) Für Schraubenflächen gilt demnach der 
Guldinsche Flächensatz im allgemeinen nicht, und 
dies erschwert ihre Berechnung. Unten werden z. B. Be- 
rechnungen von Schraubenregelflächen durchgeführt. Für 
solche Flächen gilt durchaus nicht die Formel F=w .8, 
wo s die Länge der Geraden, w die Länge ihres Mittel- 
punktsweges isi Durch die betreffenden Drehungen 
um 5 hören eben die Bewegungskurven der Punkte 
auf, Parallelkurven des Schwerpunktsweges zu sein. 
Während vorher die Schmiegungsebenen der Bewegungs- 
kurven aller Punkte der bewegten Fläche für jede Lage 
parallel waren, ist dies hier nicht mehr der Fall, jeder Punkt 
erhält eine Schraubenlinie von besonderem Steigungswinkel, 
also hat diese auch für jeden Punkt ein besonderes a. 

Später soll über diese Schraubenflächen eingehender 
gesprochen werden. Dabei wird sich zeigen, dafs jede offene 
(z. B. aufgeschnittene) Schraubenfläche so verbogen werden 
kann, dafs jede ihrer Schraubenlinien sich in einen Kreis 
verwandelt, so zwar, dafs eine Drehungsfläche entsteht, dafs 
also die Schraubenlinien ,und ihre Orthogonalkurven ein 
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Isothermisehes KniTensyBtem geben, welches äie konfonoe 
Abbildung atif die Ebene ermtt^ieht. 

Am bequemsten erkennt man dies an jeder abwickel- 
baren Schranbenregelfläche , bei der schon oben gezeigt 
wurde, dafa die Abwickelong anf die Ebene die Sehranben- 
linieu der Fläche, z. B. auch die beiden sie begrenzenden, 
von denen eine ihre Gratlinie ist, in ein System konzentriBcher 
Kreise verwandelt. (Vgl. Figur 21.) 



na.ai. 

Dafs der so entstehende ebene Kreisrmg, der nendlidi- 
&ch umlaufend zu denken ist, durch Kadieu and konzentrische 
Kreise in ein System von Quadraten eingeteilt, also auch 
auf einen aneniÜicb langen Parallelstreifen der Ebene ab- 
gebildet werden kann, wurde schon in Bd. I und Bd. II 
^eite 378) gelegentlich der Merkatorkarte auseinander- 
gesetzt. 

Als verallgemeinerte Guldinsche Flächen, 
für die sowohl die Inhalts- als auch dieSfantel- 
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formel gilt, können also nnr solche betrachtet 
werden, bei denen alle Pnnkte der bewegten 
ebenen Linie sich stets senkrecht gegen die 
angenblickliche Lage der ebenen Fläche be- 
wegen. Diebewegte ebeneLinie ist dabei stets 
Erüramungslinie der Fläche, denn die Normalen, 
die für eine bestimmte Lage in ihren Punkten 
auf der entstehenden Fläche errichtet werden, 
liegen in ihrer Ebene, schneiden sich also 
längs einer entsprechenden Gratlinie. Die 
Bewegungskurven der einzelnen Punkte geben 
die andere Schar von Erümmungslinien der 
entstehenden Fläche, weil sie senkrecht zu 
den vorigen stehen. Die bewegte ebene Kurve 
ist dabei geodätische Linie der Fläche, denn 
der Abstand von Bewegungskurve nach Be- 
wegungskurve ist für sie überall kleiner, als 
bei jeder anderen Kurve auf der Fläche. 

Mit Ausnahme der aus dem Kreis entstehenden Schrauben- 
röhrenfläche, bei der jedoch neben den Krümmungslinien 
zweiter Art auch andere Kurven als Bewegungskurven be- 
trachtet werden können, kann keine einzige Schraubenfläche 
als hierher gehörig betrachtet werden. Die erstere soll unten 
einer eingehenderen Behandlung unterworfen werden. 

&) Gesohichtliches über die Guldinschen Hegeln. 

§ 51) Schon Pappus hat (um 300 oder 400 nach Chr.) 
den Satz ausgesprochen, dafs bei Drehungskörpem der Körper- 
inhalt dem Schwerpunktswege der Fläche proportional sei. 
Man findet ihn gegen den Schlufs des Vorwortes zum 7. Buch 
der Collectanea (vergl. Ausgabe Hultsch Seite 682). Dort 
heifst es: 

,.Figurae perfecta rotatione genitae proportionem haben! 
compositam et ex rotantibus et ex rectis similiter ad axes 
ductis a gravitatis centris, quae in rotantibus sunt." Das 
soll heifsen: „Die Figuren (Raumgebilde), die durch voll- 
ständige Umdrehung entstehen, haben ein Gröfsenverhältnis, 
welches zusammengesetzt ist sowohl aus den Gröfsen der 
rotierenden Gebilde, als auch aus den Geraden, welche in 
gleichmäfsiger Weise nach den Drehungsachsen gezogen sind 
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Ton den Schwerpankten ans, die in dem rotierenden Gebilde 
liegen/^ ^Figorae imperfecta rotatione genitae proportionem 
faabent compositam et ex rotantibns et ex areabns, qaos centra 
in bis gravitatis descripsenmt^^ Es handelt sich also erstens 
am die Gröfsen der rotierenden Gebilde, sodann nm die von 
den Schwerpunkten beschriebenen Bogen. „Sed homm 
arcanm proportionem apparet compositam esse et ex dnctis 
ad axes et ex angnlis, qnos harom extremitates continent, 
si ad axes figuramm rotatione genitarum sint.^ „Aber das 
Gröfsenverhältnis dieser Bogen ist offenbar zusammengesetzt 
sowohl ans den nach den Achsen gezogenen Linien, als 
auch ans den Winkeln, welche deren änfserste einschliefsen^ 
wenn sie zn den Achsen der durch Umdrehung entstandenen 
Raumgröfsen gehören." Ein Beweis wird aber nicht gegeben. 

Über Pappus wurde schon früher berichtet und auf 
Cantor I, 2. Auflage Seite 409 bis 427 verwiesen. Seine 
Schwerpunktsdefinition findet sich in der awaywyij am An- 
fang des 8. Buches. 

Auch bei Kepler findet man Ansätze zur Guldinschen 
Regel, und zwar in seiner stereometria doliorum (1615), 
theor. 18 u. s. w. Seine Begründung der Körperformel ist 
nur wenig von der Guldins unterscUeden. 

Barth. Souvey und Job. Ant. Hocca haben gleich- 
falls schon vor Guldin die Kegel benutzt. 

Habakuk Guldin (1577 bis 1643) wurde als Kind 
protestantischer Eltern in St. Gallen geboren und erlernte 
das Handwerk der Goldschmiede. Im 20. Lebensjahre trat 
er in Freisingen zum Katholizismus über und wurde Mitglied 
des Jesuitenordens, wobei er seinen Vornamen in Paul um- 
wandelte. Als man seine mathematische Begabung erkannte, 
schickten die Vorgesetzten ihn zur Ausbildung nach Rom. 
Elr beschäftigte sich besonders mit Schwerpunktsbestimmnn- 
gen. Im Jahre 1635 bezw. 1640 und 1641 liefs er die ver- 
schiedenen Teile seiner Centrobaryca erscheinen, die in Wien 
veröffentlicht wurden. Es handelt sich um vier Bücher, 
1) De centri gravitatis inventione; 2) De usu centri gravi- 
tatis binarum specierum quantitatLs continuae sive de com- 
positione et resolutione potestatum rotundarum ; 3) De fructu 
ex usu centri gravitatis collecto; 4) De gloria ab usu centri- 
gravitatis parta. Im 8. Kapitel des zweiten Buches findet 
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man die „Propositio UI. Botationem compisitionis ac meii- 
snrationiB potestatom rotandamm exponere ejnsque regulam 
universalem tradere.'^ Dort heifst es: Regula generalis 
compositionis potestatnm rotandamm cujnscnnque gradns 
haec est: „Quantitas rotnnda in viam rotationis dneta pro- 
dncit potestatem rotnndam ono gradu altiorem potestate sive 
quantitate rotata." Er sagt von der Regel, sie sei brevis, 
miiversalis, simplex atqae amplissimi nsns, omni gradui 
potestatnm deserviens. Weiteres findet man in der Programm- 
abhandlung 1900 des Gymnasiums zu Eisenberg, verfafst yon 
Dr. Fleck. 

Guldin zitiert den Pappus oft, wahrscheinlich nach der 
Ausgabe von 1588, auffälligerweise aber nicht die oben an- 
geführten Sätze des alten Alexandriners. Auch er gab keinen 
strengen allgemeinen Beweis der Regel, sondern eigentlich 
nur eine Sammlung wichtigerer Beispiele. Als er daher den 
Cavalieri hinsichtlich der Strenge der nach diesem ge- 
nannten Methode angriff, hatte dieser Gelegenheit, gegen 
Guldin sich ähnlich auszusprechen. Vor allem aber warf er 
ihm vor, dafs er seine Methode den Mathematikern Kepler, 
Barth. Souvey und Joh. Ant. Rocca verdanke, ohne dar- 
tiber etwas zu sagen. Eigentlich hätte aber auch Gaviüieri 
Yor allen anderen auf Pappus hinweisen müssen. Über 
diesen Streit vergleiche man Gantors Geschichtswerk U, 
2. Auflage Seite 843. 

Später als Guldin hat sich Antoine de Lalouvöre 
(De la Louböre bezw. Lalovera, 1600 bis 1664) mit der 
Begel beschäftigt, ohne seine Vorgänger zu nennen. 

Die Verallgemeinerung der Begel fttr beliebige Wege 
wurde von Leibnitz angebahnt und zwar in der Acta Erudit. 
1695 Seite 493. 

Darauf schrieb Euler im Jahre 1778 in den Nov. Acta 
Petropol. 12 Seite 91 eine Abhandlung „tiber krumme 
Gylinder^, in der er die Bedingungen festzustellen sucht, 
unter denen die Begel weiter gilt. 

Seitdem wird die verallgemeinerte Begel vielfach in den 
Lehrbttchem der analytischen Mechanik ausgesprochen, 
jedoch bisweilen nicht mit den richtigen Bedingungen fttr 
die Weitergeltung. (Vergl. Poisson, Mecanique, Seite 84, 
auch Schlömilch, anal. Mechanik. I, Seite 152.) 
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In der Aufgabensammlong von Meier Hirsch befinden 
sich ebenfalls irrige Angaben, falsche Beispiele and fehler- 
hafte Beweise (Geom. Aufgaben 11 § 174 u. s. w.), worauf 
Steiner, Baltzer, Zehme nnd andere aufmerksam machen. 

Zahlreiche Beispiele, besonders solche technischer Art, 
brachte Zehme in seiner „Greometrie der Körper '^ (Iserlohn 
bei Bädeker, 1859). An ihn lehnen sich die Aufgaben- 
sammlungen anderer an. Zehme hat namentlich die Sätze 
ttber die Verschiebung der Achse von +e erfolgreich be- 
nutzt Pro£ Dr. Fleck giebt in der schon genannten 
Programmabhandlung wertvolle geschichtliche Bemerkungen, 
nimmt aber trotz Baltzers Warnung die von Meier Hirsch 
angeblich bewiesene Erweiterung an. Unter den zahlreichen 
Beweisen, die Fleck wiedergiebt, befindet sich nicht der 
oben vom Verfasser angewandte (den dieser seit 1872 im 
Unterrichte angewandt hat), obwohl er sich durch seine 
Einfachheit vor allen anderen auszeichnet. 

In des Verfassers Ingenieur-Mathematik (Leipzig bei 
Teubuer, 1897) findet man viele Beispiele zur Kegel, be- 
sonders solche technischer Art. 

Auf die Schwerpunkte der GuldinschenDrehungs- 
körper, die für die Technik von besonderer Bedeutung 
sind, geht die Ingenieur-Mathematik des Verfassers ebenfaUs 
ein. Dort werden die statischen Momente erster 
Ordnung mit denen der zweiten Ordnung in nutz- 
bringender Weise kombiniert. 

i) Beispiele Guldinsoher Berechnungen an Brehungsgebilden, 
die aus Kreisbogen und Geraden hervorgehen. 

§ 52) Eine Kreisfläche vom Badius r werde um 
eine in ihrer Ebene liegende Achse gedreht, deren 
Entfernung q vom Mittelpunkte gröfser ist, als r. 
Der entstehende Bingkörper soll für vollständige 
und unvollständige Umdrehung nach Oberfläche 
und Inhalt berechnet werden. 

Auflösung: Die Mantelfläche wird bei ganzer Umdrehung 

M= 27tQ . 2/rr = 4n^r^y 

der körperliche Inhalt 

J= 27tQ . /rr* = 27r*r'^. 
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Ist der unvollständige q 
Drehungswinkel durch den 
Bogen a am Einheitskreise 
geg^en, so ist der Schwer- 
punktsweg w^=qa^ also wird 

M=^qa . 27tr == 27tarQ, 

Ist der Umdrehungswinkel 
4uroh Grade gegeben, also 
Ä. B. gleich a®, so ist 



4» 






a' 



180^ 




nnd es wird 



Fig. 22. 



M=27t .7t 



a' 



180^ 





rq = Tt^rq 



a' 



7t . 7t 



a 







i5Ö 



.2. 



-r-p = 7r«r«p 



a 



180^' 



Bemerkungen, a) In Figur 23, die schon in Bd. I 
1)esprochen ist, hat man die Einteilung dieser Oberfläche 
^urch zwei Scharen schräger Kreisschnitte in kleine Ümr 
liehe Rhomben. Der zwischen je zwei Kreisen der einen 
dieser Scharen befindliche Flächenstreif hat die Fläche 



TP ^ 



n 



Tt^TQj 



wenn n die Anzahl dieser Streifen ist. Da die Kreisschnitte 
ebene Schnitte sind, läfst sich auch der körperliche Inhalt 
zwischen je zwei benachbarten 

*/- = — = — /r*r*o 

^ n n ^ 

«etzen. Da übrigens jeder dieser ebenen Schnitte eigentlich 
zwei einander schneidende Kreise giebt, lassen sich noch 
weitere Bemerkungen anknüpfen. 

Entsprechende Betrachtungen lassen sich über beliebige 
«bene Schrägschnitte, die in kongruenter Weise aufeinander 

Holtnftller, Storeometri« UI. 4 
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folgen, anstellen. Dasselbe gilt von loxodromischen Flächen- 
streifen, deren Grenzlinien nach einem oder zwei oder meh- 
reren Umgängen in sieh selbst zurücklaufen. Solche waren 
z. B. in Figur 227 des ersten Bandes dargestellt. 

b) Will man das Gewicht des Ringkörpers (der auch 
als Drehungscjklide, oder als Wulst oder als Toms be- 
zeichnet wird) erhalten, so hat man den Inhalt J mit dem 
spezifischen Gewichte p' zu multiplizieren. 

Bei zahlreichen Aufgaben der Mechanik bedarf man 
auch der Massen des Körpers, d. h. der Anzahl der Massen- 
einheiten. Beim technischen Mafssystem erhält man diese 

durch die Gleichung m = '^, wo ^ die Freifallbeschleunigung 

ist, also z. B. gr = 5,Äi, wenn f in Tonnen gegeben ist, 
oder g == 981^ wenn p in Grammen gegeben ist. (Beim 
absoluten Mafssystem ist es anders. Dabei giebt die Zahl p' 
die Anzahl der Masseneinheiten in der Raumeinheit, und das 
Gewicht wird durch Multiplikation mit dem betreffenden ff 
gefunden.) 

(Die wichtige Aufgabe, den Schwerpunkt der durch 
einen Hauptschnitt [durch die Umdrehungsachse gelegt] ab- 
getrennten Ringhälfte zu finden, kann erst später gelöst 
werden. Die Schwerpunkte der Sektoren liegen nicht etwa 
auf der Schwerpunktsbahn des bewegten Querschnitts, sondern 
weiter nach aufsen, weil die Sektoren sich in dieser Richtung 
verbreitem. Durch diese vorläufige Bemerkung soll vor 
einem naheliegenden Fehler gewarnt werden. Sie bezieht 
sich auch auf die entsprechende Hälfte der Mantelfläche.) 

§ 53) Statt des Kreises kann man auch regelmäfsige 
Dreiecke, Vierecke, Fttnfecke, . . ., n = Ecke um eine Achse 
ihrer Ebene rotieren lassen. Die Aufgaben können noch 
dadurch komplizierter gemacht werden, dafs man sich aus 
der zu bewegenden Fläche eüien konzentrischen Kreis oder 
ein konzentrisches regelmäfsiges Vieleck aufgeschnitten denkt, 
wodurch weder der Schwerpunkt der Fläche, noch der der 
Umrandung geändert wird. Dabei wird der Inhalt des 
Drehungskörpers mit Hilfe der Formel J:=J^ — J^ = 27cq 
(Fj^ — F^) gefimden, die gesamte Mantelfläche aber mit Hilfe 
der Gleichung ilf = Jf^ -j- Jf, = 2yrß(Mj -f- w^), wo die u 
den Umfang der Kreise, bezw. der Polygone bedeuten. 
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Q 



e~ 



§ 54) Ein Kreis- 
segment sei durch 
eine Gerade AB vom 
Kreise mit Radins r 

abgeschnitten und 
drehe sich um eine 
Achse PQ, die par- 
allel zur Symetrie- 
linie CD = h ist und 
in der Entfernung f 
von dieser in der 
Ebene des Kreises 
liegt. Der Inhalt des 
entstehenden Dreh- 
ungskörpers soll be- 
rechnet werden. 

Auflösung. Die Fläche F des Segmentes ist der 
Unterschied zwischen dem Sektor F^ = MADB und dem 
Dreieck F^ = MAB^ also, wenn der Gentriwinkel des Sektors 
durch den Bogen a des Einheitskreises gegeben ist, 




FSg. 94. 



F=F^—F^. 
Demnach wird 



r«fi 



«.t «i9 

— sm a = — (a — sma). 



.9 



Jr=z 27tQ . — (a — sinS) =7r^r*(a — sinä). 

Dabei bestimmt sich 5 aus cos — = ^ ,^ = . 

2 AM r 

(Gegebenen Falls wird erst a^ und dann a bestimmt.) Ist 
Ä > r, so handelt es sich um F = jP -f- ^« = Sektor -{- 
Dreieck. 

Bemerkungen, a) Man kann auch die Wölbungs- 
fläche des so entstehenden „Troges^ berechnen. Sie wird, da 
der Bogen A DB die Länge s = ra hat, F^=27tQ8 = 27t Qra. 

Die Gesamtoberfläche erhält man durch den Zusatz 
jPg = 27tQ . AB = 27tQ . 2rem — = 4/ir^rsin — . 

b) Der entstandene Körper ist ein Segment des vorhw 
berechneten Wulstes. Ist dieser z. B. aus Holz angefertigt, 
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und sinkt er bei derselben Stellung bis znr Tiefe h ins 
Wasser ein, so läfst sich das spezifische Gewicht des 
Körpers berechnen aus 

Wasserraum W 7CQr^(a — sina) ä — sina 

X~ 27t^or^ ~ 27i ' 

r — A 



f = 



Körperraum 
wobei wiederum 



a 



a 



mit Hilfe von cos — = 



zu be- 



2 r 

stimmen ist. Unter W ist natürlich der Baum des ver- 
drängten Wassers verstanden. (Ist h >> r, so handelt es sich 
wieder um Sektor -f- Dreieck.) Ist p' gegeben und h ge- 
sucht, so handelt es sich um die Auflösung der transscen- 
denten Gleichung für p' nach ä, die fttr numerische Bei- 
spiele mit beliebiger Annäherung gelöst werden kann. 

§ 55) Dreht sieh um PQ der konzentrische Kreis- 
ring mit den Badien r und r^, so wird 

J=z 2 7VQ [nr^ — 71; rj) 
= 27r«ß(r«— rj) ? 

Die Summe der beiden 
Oberflächen wird 

= 27tQ {27tr -{- 27Cr^) 
= 47r*^(i*-|-r,). 

Bemerkung. Taucht 
dieser Körper bis zur 
Tiefe h ins Wasser ein, 
so wird für h<^r das 
spezifische Gewicht 

W TT^* (S — sina) r® (a 

'K 



Jl^ 



-• ?— 




Fig. 26. 



P' = ^= 



sma) 



27r«p(r« — rj) 2n{r^ — 'fi^ ' 

Man versuche dieselben Aufgaben fttr die untere Hälfte 
des Körpers oder fttr ein kleineres durch Horizontalschnitt 
entstandenes Segment zu lösen. 

§ 56. Den Schwerpunkt der Halbkreis- 
fläche und des Halbkreisbogens mit Hilfe der 
Guldinschen Begeln zu bestimmen. 

Auflösung, a) Die Drehung um den begrenzenden 



7$ 
Duzohmesser verwandelt die Halbkreisfläche F=—r 



9 



in 
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4 
eine Kugel Yom Inhalte J= -^nr^. Nach der Goldinsehen 

J 
Inhaltsfonnel ist ^ = ä — zi» ^^ ^i^ 1^^^ 

J 4r 



1) ß= 






Der Schwerpunkt der Fläche liegt also auf der Symmetrie- 
Hnie im Abstände — yom Ifittelpnnkte des Kreises. 

b) Dieselbe Drehnng verwandelt den Halbkreisbogen 
g=znr in die Oberfläche M = 4nr^ einer Kngel. Nach der 

Gnldinschen Flächenformel ist aber o = — — , also wird hier 

2) =_i!L':!__^. 

^ 27t .7Cr 7t * 

Folgerungen. Fttr die Fläche des Yiertelkreises 
folgt P = -^r— V2j fttr den Bogen des Viertelkreises g = — V2. 

^ 37t ° ' ^ 7t 

Ergänzt man nämlich die Fläche des in 
Figur 26 dargestellten Yiertelkreises zur 
Halbkreisfläche, so liegen die Schwerpunkte 
S^ und S^ der Einzelflächen mit dem der 
Halbkreisfläche S auf einer Geraden, näm- 
lich auf S^ S^. Nach der Figur ist dabei 
MS = SS^, also 

o = MS. = MSV2= 4^V2, 

07t 
Flf. 26. 

Ebenso ist der Bogen des Yiertelkreises zum Halbkreis- 
bogen zu ergänzen, worauf derselbe Gang auf M S\ = 

o. = —V2 führt. 

* 7t 

In ähnlicher Weise kann man die Schwerpunkte fttr 
die Fläche des Achtelkreises und den Bogen des Achtel- 
kreises bestimmen, indem man die Ergänzung zum Viertel- 
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Preise Toroinimt. Mit den Halbienrngen konnte man so 
weiter fortfahren, es ist aber roizuzielien, die Angabe sofort 
ifUr jeden beliebigen Kreissektor oder Bogen zn beatimmeaL 

§ 57. Den Schwerpunkt der Fläche des 
Kreissektors zu bestimmen. 

Auflösung. Durch Umdrehung ?■----, 
des Kreissektors um den zu seiner I ~ ' • , 
Sehne AB parallelen DurehmeBser PQ 
entsteht eine Zonenpyramide, deren ge> 
wölbte Grandflache den Inhalt^, =3r?tÄ 
hat, wo r den Eieisradins, h die Sehne 
AB bedeutet. Der Inhalt des Körpers 
ist also*) 

r T 2 

Der Kreissektor hat die Fläche 

F= ——, wo & den zum Winkel ! -'' 

AMB gehörigen Bogen des Einheits- nc' vt- 

kreises bedeutet. Die Umkebrung der Gnldins^en Inhalta- 

formel giebt den Schwerpunktsabstand MS = ■■ , oder 



2h_arh_2rk 
~ 3a~ 3ra^ 3h ' 



wo b den Bogen AEB bedenteL Dabei ist h mit Hilfe 
von — = r sin — zn bMtimmen, oder, wenn h gegeben ist 



■) Die Übereinetimmiiiig mit der Formel für den Kngelsektor 
brftncht nicht sn ftberruchen. Da nimlich alle Engelzonen von der 
Hflhe A dieselbe Pl&cbe änrA haben, bo haben alle sagehfliigen 
Zotienpyramiden den Inhalt ■-^itr*K Han kann also die 

Kugel leicht inninhaltBgleicheZonenpyraraiden zerlegen, 
ebenao leicht das Ellipsoid. Bei letcteren kaoin mau Parallel- 
■chnitte ra einer beliebigen Tangendalebene legen, die den lo- 
gehörigen Dnrchmesser in n gleiche Teile aerlegen. 
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2r mit Hilfe der Gleichung sin -^ = ^r-. Sollte der Sektor 

J AT 

Aorcli T und CE=— bestimmt sein, so hat man bequem 

n 

r 

a MC n ^ i n — 1 

cos -TT = = = i 



2 r T n « ' 

woraus auch — = r* sin — oder 

Ja jQ 

= _!l./n« — (n — i)^ = — /2n — i 
n ^ n 

bequem zu bestimmen ist. Also 

2A "^^^'*""^ 4r /2n — i 



Q = -^ 



Sa Sa Sna 

§58. Den Schwerpunkt eines beliebigen Kreis- 
bogens « = rä zu bestimmen. 

Auflösung. Die Mantelfläche ist die des vorigen Bei- 
spiels, also M=2r7thj der Bogen 8 = rä^ nach der Um- 
kehrung der Flächenformel ist also der Abstand q^ von M 
zu berechnen aus 

M 2nrh rh rh h 



r\ /% . 



27t8 27t8 8 ra a 

Dabei ist h zu bestimmen aus — = r sin — , so dafs man 
auch schreiben kann 

2r sm-^r- 
2 



9i = 



U 



>.«27C.. - h n h 

Ist a = — , so hat man bequem o. = -^r — = -r 

n ' ^ ^^ 27t 2 7V 

n 
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§ 59) Den Sohwerpankt für die Flftehe des 
Ereiasegmentes zn bestimmeD. 

AnflOsang: Man bennto die vorige Figur (27). In dieser 

ist die Segmentfläche ABE asich obigem F=~(" — aiaä), 

worin fflr CE"^ r zn setzen ist 's- (6 + sin o) nad 

Bin-^ = — ist. Der Inhalt J des DrebnngskOrpers ist gleich 



Demnach wird der Abstand des Schwerpunktes rom Erds- 
zentrom 

_ J _ ~g^ _ A» 

27r— (a — sin«) ' 

DafOr kann man auch sehreiben ^ = g, = 7^-=- 

§ 60) Den Schwerpunkt der konzentrischen 
Halbkreisfläche zu bestimmeo. (Figur 28.) 



Auflösung. J= jn{r* — rl), 
F=^(r* — r\), folglich 





= e = 


J 

2nF 


i'" 


i 


'.; 




2-^ 


(-••- 


-0 


oder 


( 


.(H 


'-'0 







3>i(r' — r|) 
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ZäUer und Nenner lassen sich noch dmch r — r^ 
diyidieren, was anf 

^_ 4ir^-{-rr,-\-r\) 

fuhrt Letzteres ist nnr insofern von Interesse, als man 
f ttr r^ = r, die Probe f tlr die Berechnung des Schwer- 
punktes Yom Halbkreisbogen erhält. Er ergiebt sich nämlich 

^ 37t . 2r 7C 

Bemerkungen. Man versuche auch allgemeine Sek- 
toren und Segmente der yon zwei konzentrischen EreiseB 
b^^nzten Fläche so zu behandeln. Diese Bingsektoren 
sind Yon Bedeutung fttr die Zonenpyramide, besonders wie 
sie der quadratischen Einteilung entsprechen. YergL 
Figur 137 von Bd. n und Bandbemerkung bei § 57. 

§ 61) Den Schwerpunkt für einige Umrandungen 
zu bestimmen. 

a) Ganzer Umfang der Halbkreisfläche. Der Abstand 
Yon M wird 

M 4r^7C-\-o 2r 

** "~ 27t8 ~ 27t{r7C-\-2r) "" n -\- 2 * 

b) Ganzer Umfang des Segments. Der Abstand von 
M wird 

27rrÄ-f- Syrrcos — Ä '**'( ^ "h ^^os-ö-) 

^^^ 27ts ^ 27t . {ra -f Ä) ^ ra -^ h 

Für h=2r und a = 7t bestätigt sich die vorige Formel 
c) Für die Umrandung des Sektors wird der Abstand von M 

(^ ö\ et 

— cos — l2r Ä-f-rcos — 

^^^2n8^ 27t[ra-{-2r] "^ 'a^ 

Auch hier bestätigt sich für h^=2r und fi = 7r die 
Halbkreisformel. 

d) Für die Umrandung der konzentrischen Halbkreis^ 
fläche wird 

_ M _ 47r(r^ — n) + _ 2{r^—rX) 

^* "~ 27r« "~27r[7r(7--f-rJ-f-2(r— r,)]"~'7r(r-f-ri)4-2(r— r^)' 



Beiqtide Goldiiiaelier Beiwihinutgen an DrehDiigBgebildeii etc. 59 

§ 62) Eine Hatbkieis- 
fläohe TOD beliebiger 
Lage drehe sich om eine 
senkrechte Aehae (der- 
selben Ebene). Die Gnl- 
dinschen Berechnangen 

sollen durchgeführt 
werden. 

ÄafltfBaDg. Mau setze ^ 
ME=e, SF=e,S^G = ei, 
. JCCMD = a,MA = r. Dann 
ergiebt sich im Anschlofs aa 
das Obige, wenn e, a und r 
als gegeben betrachtet werden 



!£€-{- ireoaa 



'+- 



e -{- 2 r cos a 



Darans folgt nach Gatdin als Inhalt 



^•JnfF^ 



5/E«-|- Jrcosa 



= — —{37te-\- ircoso), 

als die aas dem Kreisbogen entstehende Fläche 
7ie-\- 3reoaa 



2jcr(ne -\- 2rc08a), 



M = 2nQ^s = 27t - 
als gesamte OberflUche 

= M-\-27te.2r = 27tr(:/te + 3r coac + 2e), 
als Schwerpnnktsabstand ftti die gesamte Umrandung 

_ __ 2nr(fte + 2reo8a-{-2e) 



27c[7tr-{-2r] 

_ e(7C-\-2)-\- grcosa 
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= « + - 



n-\-2 



Bemerkungen. Die besonderen 5^e a — 0,0 = + . 90» 
a = 180^ lOsen melirere der froher gestellteu Aufgaben und 
aaCBerdem eine neue, bei der der Ereisbogen der Achse 
mgekehrt ist. Gerade die letztere ist eine für die Ban- and 
UABchiDentechnik wichtige, da sie auf die sogenannten Hohl- 
kehlen führt 

Man vergnche diese allgemeinere Aufgabe auch fUr be- 
liebige Ab- and Aossohnitte der Kreisfläche zu iQsen, be- 
sonders aach für den Viertelkreis, der für gewisse Hobl- 
kelilen TOD Wichtigkeit ist. 

§ 63) Bemerkangen ttber Kreissegmente, be- 
sonders Uber solche von derselben Sehne h. 




a) Alle in Fignr 30 dargestellten Kreissegmente geben, 
nm PQ rotierend, DrehangskOrper von demselben hihalte 

J g-. 

der mit dem einer Kogel vom Darchmesser k Übereinstimmt. 
Ans 

folgt 
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d. h. die statischen Momente der Se^mentflächen in 
Bezng anf PQ stimmen miteinander ttberein. 

Oder: Je zwei dieser Flächen sind umgekehrt pro- 
portional den Schwerpunktsabstftnden von der Achse FQ. 

b) Die so entstehenden äufseren Mantelflächen sind 

folglich: Diese Zonenflächen sind proportional den 
Radien der Segmentkreise. 

Bezeichnet man die Engelfläche des ersten Segmentes 
mit 0, so ist z.B. Jf^=0^=0-^. 



^1 



c) Ans 

M^ = 27t q^' 8^ = 27tr^hy M^ = 27t Q^' 8^ = 27tr^h 
folgt 

^/«j=rjÄ, ßa'«, =r,Ä, ... 

Also: Die statischen Momente der Sementbogen 
in Bezug anf PQ yerhalten sich wie die Radien der 
Segmente. 

d) Statt der letzten Gruppe von Oleichungen kann man 
schreiben 

oder 

Also: Die Produkte aus den Abständen der 
Schwerpunkte (von PQ) und den zugehörigen Centri- 
winkeln der Segmente sind konstanten Wertes. 

Oder: Schlägt man um M mit den Schwerpunkts- 
abständen der Bogen Kreisbogen, die den Gentriwinkeln der 
Segmente entsprechen, so sind alle diese Bogen von derselben 
Länge h. 

e) Dreht man eins von diesen Segmenten (vor 
der Achsendrehung um PQ). in seiner Ebene beliebig 
um den Schwerpunkt seiner Fläche, ohne dafs es 
dabei von PQ geschnitten wird, so bleibt sein Inhalt 
gleich dem einer Kugel vom Durchmesser h. 
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f) Dreht sieh ein Kieiseegment vom Badins r und der 
Sehne A um diese Sehne, so entstdit ein spindelförmiger 
Körper. Im Hinblick anf die Versehiebnng der Achse nm 

die Strecke rcos— wird der körpeiüche Inhalt der Spindel 
J, = J — 27rrc08-^-P= 2ftF\Q — rcos-^V 

wobei a sich ans sin— = -^— bestimmt, F= — - (a — sino), 

^ = -j2F' ^^^^^ -A^^L^'-^^'cosICa-sina)]. 
Der Mantel wird 
Hj = M — 2^rc08 — «= 27r«l ^^ — rcos—) 

= 27tra yo^ — r cos —\ 
oder anch 

M^ = 27trh — 27rrco8 — «= 27tr(h — «cos— I. 

Dabei ist p. = = -?r. 

Man versuche J^ and At^ entweder durch h und r, oder 
durch h und o, oder durch r und a allein auszudrücken. 

§ 64) Weiteres ttber die Kreissegmente. 
a) Die Pfeilhöhe p des Segmentes ist p = rli — cos — V 

Nach bekanntem Sehnensatze ist auch p {2r — p)= ^ 

woraus p = r+y r^ — folgt. Dabei gilt für die 

Figur 30 das negative Zeichen. Das positive gilt für 
den Fall, dafs das zweite Segment desselben Kreises 
gewählt wird. 
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Der Schwerponktaabstand tod der Sehne ist (Hr die Seg- 

mentfläche « ^ (» — rcos-^, ftlr den Bogen des Segments 

tf, ^^1 — j-cos-g-. Die entsprecIiendenAbsötadeTom Seheitel 
sind g=r~^ nnd y, = i- — g,. 

b) Dreht sich also das Segment nm die Scbeiteltaogente, 
so wird der Inhalt des entstehenden E&rpers 

Jg = 2ngF= 2?r(r — p)F. 

Die dem Bogen entspreobende 
Mantelfläche wird 

Zieht man den Inhalt J^ von 
dem des zugehörigen Cylinders 
mit p als Kadius ab, so hat 

man einen neuen DrehungskOrper ' 1 

Ton den^selben M^ nnd vom 
bhalte 

= ap^h — 2ngF 

— 27t(r — (f)F. ^■"■ 

c) Ist die Pfeilh&he p eines Segmentes p = —, 
«nd dreht es sieh um die Mittelpnnktsacbse PQ, so wird 

a ^~n n — 1 . a -i/~ /n — 1\' 

cos -7 = = — , sm — = v 1 —{ I 

2 r n 2 ' \ n / 

= l/ä"^rrr8ina = 28in-^cos^ = ^^^'^^~^VaM — i, 
n ' 2 2 n* 

a 2r , 

h = 2rsin — = — V 2n — i. 
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Der Abstand MS=zf wird 

_ A» _ "^V'*~V _ 4r {2n — i)^ 

^ 6r*{a — sina) 6>*(a — sina) 5n* & — sina ' 

wo 5 = «:^ ist 

|Da fi = 2--= 2arcco8 ist, kann man auch 

*- 2 n 

schreiben 

4r {2n—i)'' 



3n' o ^-^ Hn-i)^, 



2arc cos ^ — = — -y2n — i 

n n* 



2r (2n — i)* 



n'orc cos (n — i) V2n — 1 

n 

Diese Berechnung ist praktisch f ttr den Fall, daCs man 
zu Ellipsensegmenten übergehen will. Diese lassen sich 
mit Hilfe von 

r« . . T r\^ n — i 2{n—iy 



F=-^[a — sma] = -^[2arccos- — -— ^ , V 2n-i] 

= r* farc cos V2n — 1\ 

*- n n "■ 

leicht berechnen]. 

Weniger wichtig ist die Berechnung von q^ aas r und n. 
Man erhält 



?i = ^ = 



V^^'*-^ r /2^T 



a ^ n — i n n — i 

2 arc cos are cos 



n n 



Auch damit labt sich Figur 31 behandeln. (Ab- 
schnitt b.) 
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d) Sind in einem Kreise zwei senkrechte Seboen ge- 
geben (FigoT 32), 80 handelt es sich bei der Bereohnaiig: 
der TOD beiden begrenzten Fläche F am die Differenz 
Fj — F^ zweier Segmente. Will man zur Berechnung des 
Schwerpunktes S die Guldineche Regel benutzen, so bilde 
man den Unterschied J= J, — J^ der beiden durch Drehnng 
um CD entstehenden Körper, und dann 



MS = Q^ 



J 

2nF~ 






Will man den Schwerpunkt der oberen Hälfte G^G^F^F^ 
haben, so bilde man durch Drehnng nm MB die Kngelschicht 
TOD der Hohe h^ G^G, iind vom Inhalte 



Dann hat man SS, ■■ 



jtF- 



e) Sind die Sehnen nicht parallel (Figur 33), so findet 
man den Schwerpunkt S auf S, £,. Diese Linie ist so aber 
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^hiaans zu TeriHngern, AsSb SS^.F=S^^.F^ 
SS^ {F, — F,) = S,S,. F^ ist Eb wird also 

ÄS,./; 



ss,=- 



-/;■ 



Nun können entsprechende Gnldinscbe Rotationskörper 
berechnet werden. 

f) Anch der Sehwerpnnkt einer von zwei einander 
schneidenden Ereieen bestimmten Fläche läfst sich mit Hilfe 
der Einzelsegmente berechnen. Fignr 34. 




§ 64) Praktische Anwendnngen. 

a) Fignr 35 stellt ein Bechteck dar, ans dem ein Halb- 
kreis aasgeschnitten ist Dreht sich die schraffierte Fläche 
nm PQ, 80 entsteht ein Cylinder, ans dem eine Hohlkehle 
mit Halbkreiapiofil aasgesdmitten ist. Dabei ist für die 



Hohlkehle AS = a-~--, AS-. 



2r 



Es ist also leicht, 



Cylinder, Hohlkehle ond den Unterschied beider Körper za 
berechnen. Anch die ans dem Halbkreis hervorgehende 
fläche ist leicht zu berechnen. Will man den Schwer- 
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paukt der schraffierten Fläche haben, so kann man nach 
der Formel g' = — — p, oder nach der Methode der statischen 

IComente verfahren. Solche Profile kommen vor an den 
Walzen gewisser Walzwerke, in denen es sich z. B. nm das 
Walzen von Rundstäben, Draht n. s. w. handelt, wobei die- 
selbe Walze mehrere Hohlkehlen solcher Art hat; femer 
bei gewissen Schranbengewinden, in der Architektnr bei 
Säulen und dergl., auch bei Greßlfsen. 

b) Wird der Halbkreis an das Rechteck angesetet, 90 
erhält man durch Drehong um PQ einen Cylinder mit Wulst. 

Dabei wird ^S = a -j- -|^, JS, = a -f- — . Der Gesamt 

ktfrper, auch die Wölbung des Wolstes ist leicht zu berechnen, 
eben 80 leicht der Schwerpunkt der Oeaamtfläche. Figur 36. 



An Säulen kommen solche Wulste häufig vor, auch an 
Oefäfsen. Das Profil erscheint auch an gewissen Schrauben- 
gewinden. 

c) An dem in Figur 37 dai^^estellten Geßlfsprofil kommt 
zo^ich Hohlkehle und Wulst vor. (Der innere Hohlraum 
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beanspruoht ein besonderes Profil) Inhalt und WSlbnng»- 
flächen sind leicht zu berechnen. 

d) FOr die an Vigar 38 dargestellte Hohlkehle mit 
Viertelkreiß-Profil, ist !ä5 nnd AS^, wie bei a) zn be- 
rechnen, also 



Diese Art ron Hohlkehlen kommt häufig bei guTseisemen 
Säulen vor, wobei eine Art von Kapitell entsteht. 



e) An nebenstehender Säule befinden sieb Wnlst und 
Hohlkehle mit Viertelkreisprofil zugleich. Massive and hohle 
Säulen aolcber Art sind demnach leicht zn berechnen. Figur 39. 

f) In (^guT 40 ist der Querschnitt einer Schale dar- 
gestellt, an der sich imien und aursen Viertelkreise befinden, 
von denen die einen Hohlkehlen, die anderen Wulste geben. 
Der Gesamtinhalt ist leicht zu berechnen, ebenso der innere 
Inhalt. Der Unterschied beider giebt den Rauminhalt für 
das verwandte Material. 

g) Figur 41 stellt das Profil eines gufBeisemen Sehwung- 
rings dar, der Mittelpunkt in der PfeilriDhtnng liegt, bihalt 
und Gewicht p (z. B. p' = 7,5) sind leicht zu berechnen. 
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h) Bei dem in Figur 42 du-gesteUten QuerBchnitte sollea 
die beiden Bogen Kreisbogen sein, bo dafs bei der Um- 
drebnng Hohlkehle und Wnlst entstehen, die aus Rreis- 
gegmentea heirorgehen. Solche Formen kommen nicht nor 
als AuTsenform von Oefll&en und Vasen, sondern, bei ge- 
ringeren HorizontaldimensioDen, anob als Ziersäalen ror. 

i) Figur 43 stellt einen Tnnnelquerschnitt vor, 
Fignr 44 einen KanalisatioDBqnersehnitt. An- 
genommen, diese Schnitte bewegen sich so, dafs sie sich 
stets am eine feste senkrechte Achse drehen,*) so läTst sich, 
da die Symmetrieachse ebenfalls seokreobt bleibt nnd den 
Schwerpunkt des Schnittes enth^t, sowohl der Hohlraum, 
als anch der körperliche Inhalt des nötigen Mauerwerks 
nach der Guldinschen Regel berechnen. 



k) Dreieckige ond trapezische Profile 
kommen vor als Einschnitte bei Walzen und bei den später 
zu behandelnden Schraubengewinden. Bisweilen, besonders 
bei Schnurlänfen und den Seilscheiben von Drahtseilbetrieben, 
ist der ursprünglich trapezisch ge- 
dachte Einschnitt im Innern oder 
innen und aaTsen mit Kreisbogen 
kombiniert, wie es die Figur 47 
- - andeutet. Die Schnnrläufe entstehen 
durch Drehung um Achsen, die, wie 
bei den Schwungrädern, in grOfserer 
Entfernung rom Querschnitt liegen 
n,_ ^T. °^^ ^ ^Q parallel sind. Die Be- 

rechnung der Querschnittaschwer- 

*) Q«fUle wfirde die Sache ändern. 
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punkte geschieht mit Hilfsmitteln der Planimetrie in der 
üblichen Weise, oder im Anschlnfs an die obigen Be- 
trachtnngen. 

1) Hierher gehört anch die Berechnung konischer 
Schornsteine aus Mauerwerk, deren Hauptschnitt man kennt, 
femer die Berechnung von Ketten als Rundeisen, wenn die 
Mittellinie jedes Gliedes als aus zwei Halbkreisbogen und 
2wei parallelen Geraden bestehend gedacht wird. 

§ 65. Unter den einfacheren Aufgaben der 
Mechanik, die hierher gehören, seien folgende genannt: 

1) Gewichtsberechnungen mit Hilfe der Formel p = 7p', 
wo p' das spezifische Gewicht bedeutet. Umkehmngs- 

aufgaben : «/= -^ , p' = -^ . 

p - t/ 

2) Eintauchaufgaben, besonders für den Fall der auf- 
recht stehenden Drehungsachse. Dabei ist für Wasser mafs- 
gebend die Formel Tr=p'Z, wobei W den Raum des 
jerdrängten Wassers, K den Eörperraum bedeutet Um- 

W w 

kehrungsformeln : p' = -^, K=—f-, Hierbei mufs p'<il 

iL p 

sein. Handelt es sich nicht um Wasser, sondern um andere 
Flüssigkeiten, so wird die Formel Vp' = Kp" ma&gebend, 
wo V den Verdrängungsraum der Flüssigkeit bedeutet Sinkt 
der Körper ganz unter, so kommen die in den physikalischen 
Lehrbüchern für diesen Fall für das Archimedische Prinzip 
angegebenen Formeln zur Geltung. Wie dick mufs z. B. die 
Wand eines entsprechenden Metallgef äfses genommen werden, 
damit es gerade noch schvrimme, und wie grofs ist bei ge- 
geringerer Dicke seine Tragfähigkeit. (Belastung von 
Schiffen.) 

3) Bestinmiung der Anzahl der technischen (oder der 
absoluten) Masseneinheiten für Rotationskörper. Dabei ist 
p =±= mg^ wobei p das Gewicht, m die Masse, g die Freifall- 
beschleunigung ist 

4) Berechnung der Centrifugalkraft bei Umdrehung um 
Achsen, die der Drehungsachse PQ (für die erzeugende 
Fläche) parallel sind. Die mafsgebende Formel ist dabei 
k = mr&*y wo m die Masse, r die Entfernung der geo- 
metrischen von der mechanischen Drehungsachse, ^ die 
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WinkelgesehwiDdigkeit (gmnessen am Emheitskreise) bedeutet 
Die KenntniB des EdrperBehwerpnnktB ist hieribei nicht 
nötig. — (Fällt die mechanische Drehungsachse mit der 
geometrischen zosammen, so ist die Sesoltante der G^itrifogal- 
kräfte gleich NoIL) 

5) Die Berechnimg statischer Momente der bdiandelten 
Körper uid FÜichea in Bezug anf Achsen, welche die geo- 
metrische Drehnngsachse senkrecht kreuzen, oder in B^g 
auf Normalebenen, bei letzteren fttr den Fall, dafis der 
Körperschwerpunkt z. B. ans SymmetriegrKnden bekannt ist. 
(Darans ergeben sich dann die Stabilitätsmomente.) 

Dagegen können Dinge, die mit Trägheitsmomenten 
zusammenhängen, vorläufig im allgemeinen noch nicht 
behandelt werden. 

Die Berechnungen des körperlichen Inhalts und die 
Schwerpunktsberechnungen sind f fir die Praxis im allgemeinen 
das wichtigste. Oberflächenberechnungen könnten etwa für 
das Kimstgewerbe yon Wichtigkeit sein, z. B. dann, wenn 
Vergoldung, Versilberung u. dergl. nach der betreffenden 
Fläche bezahlt wird. 



x) Einschaltang über gewisse Affinitäts- und Kollineations- 
besiehnngen und über Krümmongskreise. 

§ 66) Cavalierische Verkürzung und Verlänge- 
rung bei ebenen Flächen. Dieser Gegenstand kam schon 
in Bd. I zur Sprache. Einiges Planimetrische mufs jedoch 
eingeschaltet werden, um die Erweiterung der Anwendungen 
zu ermöglichen. 

Fällt man von allen Punkten einer z. B. in sich zurück- 
laufenden Kurve auf eine Achse KL Lote,"^) und verlängert 
oder verkürzt man diese mit Hilfe eines konstanten Faktors n, 
so wird die Fläche nach den früheren Darlegungen in die 
n-fache Fläche verwandelt. Wird sie von KL geschnitten, 
so bleiben die Punkte von KL bei dieser Transformation in 
ihrer Lage. Die Operation soll als die Cavalierische 
Erweiterung bezeichnet werden, wobei der Fall der Ver- 
kürzung mit eingeschlossen ist, n ist der Faktor der Er- 



'*') Man denke sich die untere Figur so auf die obere gelegt, 
dafs die Tangenten EL einander decken. 
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weitenmg, JtZ die Achse 
der OpeiatioQ. [Es hsD- 
delt sich mn einen Sonder- 
fall derParallelpiojektion 
und der Affinität, bo dafs 
KL die Affinitätsachse 
iBtJ Da der Inhalt jedes 

Streifens zwischen be- 

Dachbarten Loten anf 
den n-fachen Inhalt ge- 
bracht wird, 80 wird der 
neue Flftoheninhalt 
1) F^ = nF. 

(So geht z. B. der 
Kieisinh^t ttaa über in 
na . »a, oder, wenn 

no=:J gesetzt wird in 

nab, womit die EUipsen- 
fläche berechnet ist Die 

Bogenberechnnng aber ^ 

wild dabei nicht erleich- 
tert, denn die einzelnen ^- *^- 
Bogenelemente werden so verschiedenartig verkürzt oder 
verlängert, dafs eiae homogene Ponktverteilnng auf der 
gegebenen Kaire in eine nicht homogene Übergeht.) 

Der Punkt mittleren Abstandes geht, da jeder Abstand 
mit demselben Faktor n multipliziert wird, f tlr jede Fläche F 
in den Ponkt mittleren Abstandes fttr F^ Über, also: 

Der Schwerpunkt S jeder Fläche F geht aber 
in den Schwerpunkt S, der Flache Fj. 

Gerade hierin beruht die Möglichkeit der elementaren 
Anwendbarkeit der Guldinschen Inhaltsfonnel anf die neuen 
Flachen. 

(Fttr die Bogen und ihre Schwerpunkte gilt dies nach 
obiger Bemerkung nicht. Die Guldinscbe Flächenformel also 
wild nur in Sonderfällen zu elementarer Anwendbarkeit ge- 
führt, dann nämlich, wenn der Etirvenaohwerpunkt aas 
SymmetriegrUnden mit dem Flächenschwerpunkt znsammen- 
fäUt.) 
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Nach den Betrachtungen des Bandes 1 geht bei dieser 
Transformation jede ParaUelschar von Sehnen in eine neue 
Parallelschar ttber, jede Tangente in eine Tangente, jeder 
Kreis in eine Ellipse, jede Parabel in eine Parabel, jede 
gleichseitige Hyperbel in eine allgemeine Hyperbel, allgemein 
jeder Kegelschnitt in einen Kegelschnitt derselben Art. 

§ 67) Wichtiges läfst sich dabei über gevrisse Krttm- 
mungskreise aussagen. In Figur 48 ist ein Kreis in eine 
Ellipse verwandelt worden. Es fragt sich, wie grofs der 
Krttmmungskreis der letzteren für den Punkt D ist. 

Ist Q der Radius des gegebenen Kreises und AB %m 
dem Punkte D benachbartes der Lote, setzt man femer auf dem 
Halbmesser MD die Strecke CD = h vluA AC=CB = l, 
so hat man nach bekanntem Satze 

h{2Q — h) = l\ 

Auch durch die entsprechenden Punkte ^j, 5^, D^ der 
Ellipse lege man einen Kreis, dessen Radius gleich q^ sei, 
dann hat man fttr diesen, da -4^Cj =B^C^=^rd ist, 

Ist nun h unendlich klein, so geht der Kreis mit q^ in 
den KrUmmungskreis tlber, und da man dann in den beiden 
Gleichungen A^ als unendlich klein zweiter Ordnung gegen 
2qh bezw. gegen ^q^h vernachlässigen kann, erhält man 
für beide 

und aus diesen durch Division 



oder 



^=«« 



2) q^ = n»f . 

Fttr die Ellipse pflegt man ^ = a za setzen and na = b 
(oder aach Q-=b and nh = a). Dann geht die letzte Gleichong 



Über in 

b* 
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oder 

3) Q,= 



b^ 



a 



(im Falle der Klammer in ^^ = -^1. Dies sind die be- 
kannten Krümmungsradien der Ellipse für die beiden 
Scheitelpunkte. Der Ausdruck 3) ist leicht zu konstruieren 
(a:b = b: q^). 

Wichtiger aber ist es, den ersten Kreis der Figur 48 
als Krümmungskreis einer beliebigen Kurve für den Punkt 
D zu betrachten. Dann folgt: 

Wendet man auf eine Kurve die Cavalierische 
Erweiterung mit dem Faktor n in der Richtung der 
Tangente in einem beliebigen Punkte D an, und 
ist Q der Krümmungsradius der Kurve für diesen 
Punkt, so wird der Krümmungsradius für die neue 
Kurve im entsp'rechenden Punkte D 

Für die gleichseitige Hyperbel mit der Halbachse 
MD = a (Figur 49) *) ^t z. B. die Gleichung ^« — y « = a« 
oder 

1) . f 

Für den durch ihre 
Punkte -4, B und D ge- 
legten Ejreis ist, wie oben 
AC.CB = h(2Q — h), 
wenn DC=h gesetzt 
vnrd. Nun ist aber 

CB = y, 
also hat man 

2) y^ = h{2Q-h). 

Aus beiden Gleichungen 

folgt, da MC=^ai=a-\-h 

ist, 

h{2(i — h) = x^ — a^ 

= (a -f. Ä)« _ a« 

*) In Figur 49 ist D der links von C liegende Schnittpunkt. 



^= x^ — a 



9 
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Macht man h unendlich klein, nnd vemachlässigt man 
links und rechts A*, so folgt 2fh = 2ah nnd 

3) f = a. 

Dies ist der Krttmmnngsradins für die gleichseitige 
Hyperbel im Schnittpunkte. Er ist ebensogrofs, wie beim 
Kreise — y* = Ä* — a\ 

§ 69) Die allgemeine Hyperbel entsteht ans dieser 
z. B. durch Gayalierische Erweiterung mit dem Faktor n in 
senkrechter Bichtnng, wobei die Halbachse b = na wird, 
für diese ist also der Krümmungsradius im Scheitelpunkte 

6« 



g^ = n^a = -^ 



a oder 



4) 



9i = 



6« 



was mit der Formel für die Ellipse übereinstimmt. 

§ 70) Für die Parabel f 
= 2px giebt dieselbe Mcf 
thode durch Vergleich mit y'^ 
==: h{2Q -~ h) für die Grenze 
2p}i = 2Qhj so dafs Q'=p wird. 

Nun ist dort OF = ^ , also 

wird O^i das Doppelte von OF, 

Parabeln aber bleiben Para- 
beln, sobald man die Erweite- 
rung in senkrechter Richtung 
geg:en die Achse yomimmt. 

Bei Erweiterung mit Faktor n geht y = V 2 p x über in 

y=znY2px also wird die neue Gleichung y* = 2 (pn')^, 
der neue Krümmungsradius wird q^ = n^p. Also wird so- 
wohl der Parameter |>^ als auch der untersuchte Krümmungs- 
radius das n^ fache des vorigen. 

§ 71) Die Gavalierische Verschiebung. In 
Figur 51 ist ein Kreis dadurch in eine Ellipse transformiert 
worden, dafs jedes Lot zur Geraden KL um einen Winkel a 
gedreht worden ist, jeder Punkt des Lotes aber parallel zu 
KL in die neue Lage auf der gedrehten Geraden gelangt ist 




Fig. 60. 
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Ist also der Abstand des Punktes von KL = e, so bleibt 
der Abstand onyerändert, der Verschiebongsweg aber hat 
die Länge w = eiAna. Alle Punkte desselben Abstandes 
haben also denselben Verschiebungsweg, jede Parallele zu 
KL wird also in unveränderter Länge in die neue Lage 
verschoben. So ist z. B. D nach 2>j und die Gerade AGB 
in die Lage A^C^B^ verschoben worden. Der Kreis geht 
dabei nach den in Bd. I gegebenen Bemerkungen in eine 
Ellipse über, diese aber hat, weil beide Flächen fttr gleiche 
Höhen gleiche Querschnittslinien haben, denselben Inhalt, 
wie der Kreis. 




Diese Methode läfst sich auf jede Kurve bezw. Fläche 
anwenden. Sie soll als Gavalierische Verschiebung 
bezeichnet werden. Die Punkte von KL bleiben unverändert, 
daher soll KL die Achse der Verschiebung heifsen, 
a heilst der Winkel der Verschiebung. (Wieder handelt es 
sich um einen Sonderfall der Parallelprojektion und der Affini- 
tät.) Die Punkte unterhalb KL wandern dabei in entgegen- 
gesetzter Richtung, wie die oberhalb liegenden. (Figur 52). 




Fig. 52. 
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Bei dieser Transformation bleiben die Flächen- 
inhalte unverändert. 

Weil kein Pnnkt seinen Abstand von KL ändert, behält 
auch der Pnnkt mittleren Abstandes seinen Abstand e^ nnver- 
ändert bei, d. L der Schwerpunkt verschiebt sich parallel zu 
KL nach dem neuen Schwerpunkte. Dieser liegt auf NP. 
Jedes Flächenteilchen /, welches in Bezug auf NP das 
Moment ef hatte, hat in der neuen Lage in Bezug auf NP^ 
das Moment 6 cos a . /. Aus Sef = in Bezug auf e wird 
also Ee cos a/= cos a -r«/= in Bezug auf NP^. Diese 
Linie ist also Schwerpunktsachse. Folglich: 

Bei der Cavalierischen Verschiebung bleiben 
die Schwerpunkte der Flächen erhalten. 

Fttr die Bogenlängen und ihre Schwerpunkte lassen 
sich jedoch keine Schlüsse ziehen, da die homogene Punkt- 
verteilnng wiederum nicht erhalten bleibt. Wichtig aber ist 
folgendes: 

Der Krümmungsradius im Berührungspunkte 
einer Tangente, die parallel zur Verschie-bungs- 
achse ist, ändert sich bei der Verschiebung nicht. 

Zieht man nämlich in Figur 51 in kleinem Abstand h von 
der Tangente im ursprünglichen Ejümmungskreise eine Sehne 
AB parallel zur Tangente, und halbiert man diese in C, so 
hat man, wie oben, ^C= CB = l und h{2Q — A) = /*. Ist 
nun h unendlich klein, so darf man erstens AB 2iS& Sehne 
der Kurve ansehen, zweitens A* vernachlässigen, so dafs 
2pÄ = Z^ wird. Durch die Verschiebung wird ^^5^= -45= 21 
Sehne der neuen Kurve und zugleich ihres Krümmungskreises^ 
für diesen gilt also ebenso die Gleichung 2Q^h=^P^ dem- 
nach ist ^i = Q. 

Soll man also für einen beliebigen Punkt D^ einer Ellipse 
(Figur 53) den Krümmungsradius konstruieren, so kann man sie 




Fig. 63. 
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sich mit Hilfe des zu -D^i/^ = a gehörigen konjugierten Radius 
6j und der Tangente in i?^, indem man M^D senkrecht zu dieser 
stellt, in eine gegen M^D symmetrische Ellipse verwandelt 
denken, deren Achsen a = a^ sin ß und b = b^ sind. Für 

diese ist ^ = — , ebenso grofs ist q^ fttr die andere EJllipse 

d. h. man hat q^ = } , wo ß^^ der von den konjugierten 

Achsen eingeschlossene Winkel ist. 

Die Konstruktion geschieht nun einfacher. Man ziehe 
Dji/j und den konjugierten Badius M^B^ = b^^ fälle auf 
diesen das Lot D^N^ und zeichne einen Halbkreis mit 
diesem Lote als Durchmesser. In diesen lege man h^ von 
D^ aus als Sehne D^E^ ein und fälle von E^ aus auf 
D^N^ das Lot E^^^^ dann ist (nach Pythagoras) ^/^ der 

gesuchte Erümmungsmittelpunkt, denn D^E\=^ C^jm^ .D^N^, 

d. h. bl = Q^. a^ sin ß. 

Das Entsprechende für Parabel und Hyperbel ist leicht 
auszuführen. Allgemein hat man den Satz: Stehen über 
einer Sehne Kurvenbogen, die durch Cavalierisehe 
Verschiebung sich in einander überführen lassen, 
so sind die Krümmungsradien für die Berührungs- 
punkte der allen Kurven gemeinschaftlichen Tan- 
gente von derselben Gröfse. 

Dies gilt, abgesehen von den Kegelschnitten z. B. für 
Sinuskurven, Cykloiden, Epi-, Hypo-, Pericykloiden, 
Evolventen und andere elementar zu behandelnde Kurven 

t B, 



B 













J — 



D 




Vig. 64. 
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and die ans ihnen darch Garalierische Vetscbiebniig abzn- 
teiteaden. 

Über die Flächen der EegeUehnitte sei folg«ideB 
gesagt: 

a) Parabel. Nach Bd. U Seite 311 ist hier in Fignr 54 
die eingezeichnete Parabelfläehe mit .^1 als Scheitel and AD 
als Achse der dritte Teil des Rechtecks. Ebenso ist die 
Parabelfläche A^C^D^ zwei Drittel vom Farallelogramme 
Ä^B-C^Dp denn die Flächen smd ans den vori^^n durch 
die Cavaheriache Verschiebung entstanden. 

Nach Bd. m des 
metbodischen Lehr- 
buchs der Elementar- 
mathematik des Ver- 
fassers (Leipzig bei 
Teubner) läTst sieh 
für die Hyperbel 

s . y = c» 
elementar zeigen, dafs 
die von dt, bis ;r, gerech 
nete Fläche ABCD 
(Figur 55) folgenden 
Inhalt hat: 




Auf Seite 47 des- 
selben Buches wird da- 
raus elementar abgeleitet, 
dafs das in Figur 56 dar- 
gestellte Segment der 
gleichseitigen Hyperbel 

folgenden Inhalt hat: 



F^x,yii\ 



"'s- ;; 
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(was sieh auch kürzer als 

schreiben läfst). 

Für die allgemeine Hyperbel —5- — 4t == ^ *ölgt darami 

durch Cayalierische Erweiterung mit dem Faktor n in senk- 
rechter Richtung, wobei na^=^b wird, dafs die entsprechende 
Segmentfläche wird 

Dafür kann man auch sehreiben, da — V«J — «* = yi w* 



!•=-*.— '■^(^+f> 



Unterwirft man dies der Cavalierischen Verschiebung, 
so bleibt der Inhalt unverändert. 

Verbindet man A und B mit Jf, so entsteht eine Fläche 
AMBCy die von den beiden Geraden und der Hyperbel 
eingeschlossen ist. Sie heifst hyperbolischer Sektor und 
hat, wie sich ebenso leicht zeigen läfst, die Fläche 

F=zaHg ^"^^^ für die gleichseitige Hyperbel, 

F ^= ab Igi-^ -{- ^\ für die allgemeine Hyperbel. 

Diese Flächenformeln sollen Beispiele fttr den Guldin- 
sehen Inhaltssatz ermöglichen. 

§ 73) Bemerkung ttber Kollineation. Kennt man 
für eine Kurve den zu einem ihrer Punkte gehörigen 
Krümmungsradius, so kennt man auch den ent- 
sprechenden Krümmungsradius für jede aus ihr 
durch Kollineation (z. B. Centralprojektion) ent- 
stehende Kurve. Transformiert man nämlich den Kreis 
mit, so geht er über in einen Kegelschnitt, der mit der neuen 
Kurve drei Punkte gemein hat Für den Kegelschnitt aber 
kann man nach obigem den Krümmnngskreis konstruieren, 

HoUnftlUr, SterMoieMa HL 6 
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der znr gegebenen Stelle gehOrt. Dieser aber Ut zogleieh 
der der nenen Kure, weil er mit dieser dieselben drei 
Punkte gemein hat. 

Dasselbe gilt von Baomkorren bei ränmlicherEoUineation. 
Die räomliche Affinität ist tod dieser nur ein Sonderfall, bei 
dem der Kegelsclinirt eine Ellipse wird. 

X) Beispiele zur Qaldinsohen Inhaltaformel ffir Drehnngs- 

gebilde, die ans Eegelsohnitten tmd aonstigen ebenen. 

Kurven hervorgeben. 

§ 74) Eine symmetrische oder unsymmetrische 
Halbellipse drehe sich um eine in ihrer Achse 
liegende Ebene. Wie laotet die Gnldinsche Xnhalts- 
formel für den entstehenden K&rper? (Fignr 57). 

Auflösungen, a) Fall der Sym- 
metrie. Sind a und b^ die Halbachsen, 

80 ist i^i = — ^, M^S^ =^ ffj ergiebt sich 

durch Vergleich mit dem Halbkreise vom 

4a, 
Radius a als pj =^ -~. Ist das so be- 
stimmte S^ von der Drehangsachse um e 
entfernt, so ist J= 2}eeF^. 

b) Fall der Nichtsymmetrie. Ist 
3f, Cj ^ Oj und MB, = b, die koi\jagierte 
Halbachse, so ist, wie der Vergleich mit 

dem vorigen Falle zeigt, g, = — -^ — ^ 
der 'Abstand des Ponktes S, vom kon- 
jugierten Durchmesser, g, — -^ der vom 
Punkte M,. Dabei ist 

Hier ist /, der Winkel zwischen den 

koigngierten Halbmessern. Ist das so be- 

Fi;. B7. stimmte 5^ nm e von der beliebig liegenden 
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Drehimg«ichse entfernt, so sind äie Werte anzusetzen in 
J= 2jteF^. 

§ 75) Dieselbe Aufgabe fUr BIlipaensegmente, 
bei denen dorcb die Sehne det n*" Teil des konju- 
gierten Halbmessers abgeschnitten ist. 

Anflesang. Für den Kreis der Figur 58 
ist das Segment von der Fläche 

wo .sieh ß aus cos -^ ^= und ß 

ans ß = jt /: a bestimmt. Fni die EUipsen 
ist also ein Hilftwinkel ^ und ein Hil&- 
bogen ß nach diesen Formeln zu berechnen, 
und es werden beide Segmente 

1) F, = -^(ß-Bmß), 

F, = ^lhp:^0_^ß), 
FOr das Kreissegment ist 
MS = o 



'« ß — mtß 
fUr die Ellipsensegmente ist if,S^ = N^S^ 
ebenso grofs, also ^ ^^ 

_ ja, {2n — iy _ Jo,ainy, {2n—iy 

^i~5n» ^ — sin|tf'^'~ 3n' ß — ^ioß' 

Die Inhaltsformel für den Fall, d&fs der Abstand des 
Schwerpunktes S, bezw. S, von der sonst beliebig liegenden 
Drehungsachse ^eieh e ist, ist die obige. 

Ohne dafs auf solche Beispiele besonderer Wert gelegt 
wird, sollen einige Übnngsbeispiele ausgeftthrt werden. 

§76) Der Mittelpunkt einerEllipse mit den 
Halbachsen a und b habe tou der Drehungs- 
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achse PQ die Ent- 
fernangc. Ihre Haupt- 
achse MC bilde mit 
PQ einQn Winkel a. 
Jede der beiden durch 
AB = 2b bestimmten 
Halbellipsen giebt 
einen Onldinsehen 
Körper, dessen In- 
halt bestimmt werden 

soll 

4a 
Auflösung. SM^-^—j 

4a . 




also EM= 



Fig. 59. 



37t 



sm a 



7 



demnach 

1) 

2) 
folglich 



(f = C — 



4a 

37t 



sina, 



F= — 7tab, 



J=27tqF=27t — I c r— smcr I 



oder 
3) J 



Tt^ab 

37t 



- • X 7tab ,^ ^ . X 

{37tc — 4a sm a) = — r— (ßTtc — 4a sm a). 



Die andere HalbeUipse giebt 
3*) J=-^^J^(57rc + 4a sin a). 

Die Fälle a = und a = 90^ sind die wichtigeren. 

§ 77) Von derselben Ellipse werde ein sym- 
metrisches Segment dadurch abgeschnitten, 
dafs man von C aus von der Achse CM den 
n^ Teil abschneidet und durch den Teilpunkt 
die Sehne A^B^^ parallel zu AB zieht. MQ soll 
gleich c bleiben. Der Inhalt des zugehörigen 
Guldinschen Körpers soll berechnet werden. 
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Aaflösung. Zunächst ist im Ansehlofs an § 75 der 
Hilfiswinkel ß (fttr den Hilfskreis) mit Hilfe von 

und darans der Bogen 

zn bestimmen. Die Segmentfläche wird 

3) p=^[ß-^ß]. 

Der Schwerpunktsabstand von AB wird 

4) e^ '^ ^'""-'^^ 



5n» |5 — sin/j' 
also der Schwerpunktsabstand von PQ 

5) Q = c — «sma = c ^-^ -^;^ — sm a. 

^ ^ 5«8 ß — 8inß 

Der Inhalt ist dann 

J= 27CqF. 

§ 78) Segmente ähnlieher Ellipsen von derselben 
Sehne h. Dnrch Cayalierische Erweitemng gehen die Kreis- 
segmente der Figor 60 in eUiptische ttber, die ähnlichen 
Ellipsen angehören. Folglich: Segmente ähnlicher 
Ellipsen mit Sehnen von derselben Länge h = 2b 
geben^ wenn sie um die gemeinschaftliche Achse 
A^M^B^ rotieren, inhaltsgleiche Körper. Der ge- 
meinschaftliche Inhalt ist 

T 47t ^ b 47t ,- 

J = a* — = a^b, 

3 a 3 

Dasselbe gilt anch dann, wenn noch die Cayalierische 
Verschiebung stattfindet, durch welche die Segmente un- 
symmetrisch werden. Die entstehenden Körper sind jedoch 
dann nicht mehr von Ellipsoiden begrenzt. 

Bemerkungen, a) Ebenso kann nan von denFiguren 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 34, 58 aus zu Teilen 
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elliptucher Flächen nber- 

_ 1 j— I j. gehen, die yon paralleleü 

oder nicht parallelen Seh- 
nen begrenzt werden. 

b) Darob Caralleiigche 
Erweiterung erhält mau 
aaa den Figuren 35, 3fi, 
37, 38, 39, 40, 41, 42 
elliptiBohe Hohlkehlen und 
WolBte nnd GefäfBe von 
Qaerschnitten, dieEUipaen- 
segmente enthalten, ebenso 
Walzenprofile f ttr die Her- 
stellung elliptischer Stäbe, 

Tannelqaersohnitte mit 
elliptischer Wölbung nnd 
dergl. 

Handelt es sich nm 

konzentrische Kreise und 

um Figuren, die ron zwei 

Kreisen begrenzt werden, 

so gehen diese Kreise in 

ähnliche Ellipsen ttber. 

Man kann aber auch von 

Figuren ausgehen, die z.fi. 

von einem &eise und einer 

EUipse begrenzt werden 

und so zu unähnlichen 

nt- «0. Ellipsen gelangen. 

§ 79) Bereobnang elliptischer Sektoren. Man 

riebe in Figur 58 A^M^ and B^M^, A^At, nnd 5,3/,. Wie 

vorher, hat der zugehörige Kreissektor einen Cenfariwinkel ß, 

der, wenn DC = — DM ist, sich ans 
' n ^ 

(t n—1 

cos ^ = 

2 n 

bestimmt. Sein Radius ist a = a^ =a,Bin}'. Der Inhalt 
dee Kreissektors ist F :=—£-, wo 
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ß=7t 



ß" 



18(fi 



ist. Dnrch Cavalierische VerkttrsEong mit dem Faktor — 
wird für beide EUlipsensektoren der Figur 

w —TP — ^1^^ — ^%Kß^r 

1 « 2 2 

Für den Kreissektor und für die Ellipsensektoren ist 
der Schwerpunktsabstand 

4a.V2n — 1 4a«sinvV2n — i 

9 = 91 = 9% = — ^ = — ' — - — ^ • 

3nß 3nß 

Damit sind die Grundlagen fttr die Gnldinschen Be- 
rechnungen gefunden. 

§ 80) Schwerpunktsbestimmung für die ein- 
fachsten Parabelflächen. In das Rechteck ^£(7Z> mit 
den Seiten b und h sei eine Parabel einbeschrieben, die bei 
A ihren Scheitel und AD ixa Achse hat. Nach Bd. ü, 

S. 811 ist dann die Fläche ADC=^bh, ABC = ^bh. 

Die dort gezeichnete Pyramide hat ^ — ^ 

3 ^ 
ihren Schwerpunkt im Abstände jA 

von der Spitze, dasselbe gilt nach 
Cavalieri von dem dort gezeich- 
neten parabolischen Cylinder. Da- 

her ist hier E^S^ = j^- Dasselbe 

ergiebt sich mit Hilfe der Gnldin- 
schen BegeL Nach Bd. 11, Seite 309 
ist nämlich der Inhalt des Para- 
boloidsy welches durch Drehung ^ _ 
der Parabelfläche ACD um die 
Achse AD entsteht, gleich der n«. ei. 

Hälfte des zugehörigen Gylinders. Dasselbe gilt vom 
Aufsenkörper. Es ist also 

27tf^F^=-j^b*h oder 2^3.— = ^6^, also f, = — 6. 
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Ebenso findet man 

i 2 i 3 

27tf^F^='^n;b^hodeT 2fj^'-^bh = -—b^h^ also ß^ = — -6. 

Etwas nnbeqnemer sind die 
Schwerpnnktshöhen y^ nnd y, zn 
bestimmen. Man kann folgende 
Methode wählen. Man teile .^=A 
in n gleiche Teile ein nnd lege 
durch die Teilponkte horizontide 
Gerade. Dadurch entstehen Parallel- 
streifen von der Höhe — und einer 

n 

Breite^ die sich für den Abstand 
y^ = m — aus der Proportion 




n 



2 



ata 



Flf. %i. 



ym''i^ = ^m'b^ 



^, = 6]/^-^ = 6 









h ' h ' n 

bestimmt. Der Inhalt des Streifens ist um so genauer 



gleich 



bh 



— y — , je gröfser n ist. Das statische 
n ^ n 

Moment des Streifens in Bemg auf KL erhält man durch 
Multiplikation mit dem Abstände , es ist also gleich 



mh bh 



n 



n 



' n 



m 



i 



bh\ 



n* 



Die Zahl m nehme nun der Beihe nach die Werte 
ly 2, 3, . . . n an, dann ist die Sunme der McMneiite für n = oo 
gleich 



1 1 



bh* 



i* _j_ 3* -}- 5^ -}_ . . . _|_ „* 



n 



1 + 



±=ftA« 



= 6A* 



+ i 



5' 
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Das gesamte statische Moment der Fläche ist aber 

2 
gleich yi . ^1 = ^1 -^ ^A- -^so hat man die Gleichung 

Weil femer die Gerade S^ S^ durch M geht und dort 
im umgekehrten Verhältnis der Flächen geteilt ist (Satz der 
statischen Momente), so ist S^lf = 2S^My also ist S^ doppelt 
so weit Yon der horizontalen Mittel- 
linie des Rechtecks entfernt, als /S^. 
Daraus folgt 

3 



y^ = 



10 



h. 



Damit sind die Schwerpunkte für 
beide Flächen bestimmt. 

Als Beispiele für die Anwendung 
der Gnldinschen Inhaltsformel behandle 
man die Körper, die durch Drehung 
beider Flächen um die anderen Recht- 
ecksseiten entstehen. 

§ 81) Durch Cavalierische Ver- 
schiebung geht die letzte Figur in 
ein Parallelogramm mit einbe- 
sehriebener Parabel über. Die 
flächen bleiben dieselben, ebenso die 
Abstände H^^S^, G'^S^yH'^S^, G\S\, 
während die Schrägabstände werden 

^ ^ sina' * * sma 




Fiff. 63. 



Beim vollen Parabelsegment liegt der Schwerpunkt 
auf der zur Achse parallelen „Mittellinie'^ ADj die durch 
den Berührungspunkt A der zur Sehne parallelen Tangente 
geht, und dabei ist 



AS = ^h=^AD. 
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§ 82) Parabolischer Parallelstreif. Es handelt sich 
um parabolische Flächen, die durch zwei parallele Sehnen 
begrenzt werden. (Fig. 65.) 





Vig. M. 



Vig. 66. 



a) Für DCC^D^ wird nach Guldin 



ft 



27tF, 



7t 

y 



(J«A_6Jäi) 



_ zV'h — hXh^ 



27t 



(I 



bh 



2 



\k) 



8 bh — b^h^ 



Nach dem Momentensatze wird in Bezug auf AB^ wenn 
AC^D^ mit Fj, ACD mit F bezeichnet wird 



^h,.P,+y,F,=^hF, 



also 



y»=T 



KF h,P, ä S" 


*i g ^*i 


3 bh* b^hl 
5 bh ftjÄj' 


- . *^*^ 
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b) Für BCC^B^ wird nach Guldin 



' 2n 



f^(bH-b\h,) 



Der Momentensatz giebt wie vorher 



3 bH — blfi^ 

4 bh — 6jÄj 



y« 



i 1 

^ h — bh — Aiy^i^i 



10 



1 1 



_ 3 bli' — bjil 



iO bh — 6jL*i 



c) Der Übergang za schrägen Parallelstreifen geschieht 
durch Gavalierische Verschiebung und bietet nichts Neues. 
Aber auch für parallel begrenzte Streifen lassen sich die 
Rechnungen ohne Schwierigkeiten durchführen. 

Bemerkung. Die Berechnung parabolischer Bogen ist 
elementar durchführbar (vergl. des Verfassers methodisches 
Lehrbuch, Bd. m Seite 224), da aber die Oberfläche des 
Drehungsparaboloids schwieriger zu behandeln ist, soll die 
Schwerpunktsberechnung des Bogens vorläufig unterbleiben. 

§ 33) Das symmetri- 
sche Segment der gleich- 
seitigen Hyperbel und 
sein Schwerpunkt. Figur 66 
stellt ein symmetrisches Seg- 
ment einer gleichseitigen Hy- 
perbel von der Halbachse 
MC = a dar, deren Asymp- 
toten durch MG und MH an- 
gedeutet sind. Die Gleichung 
der Kurve ist 

1) x^ — y^=:a\ 

Die Fläche ist 



2) jP=>jy«J — a* — a^^lgx^ -f 




^1^1 —<^h 



*/. ^1+yi 
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wo MD = x^, 2?5 = y, = y = ya^ — a« ist. [Diese 

Fonnel läfst sich elementar ableiten, wie z. B. im methodischen 
Lehrbach des Verfassers Bd. UI Seite 47 — 49 gezeigt ist.] 

Durch Drehung um PQ entsteht ein Gylinder mit Radius 
MD = x. und von der Höhe AB = 2y^j ein gleichseitiges 
Drehungshyperboloid und der zugehörige Bestkörper. Für 
die beiden ersten ist (nach Bd. 11, Seite 297) die Inhalts- 
bestimmung nach der Simpsonschen Regel gestattet, folglich 
auch für den Restkörper. Dessen Inhalt wird also 

= —f^ («1 — «*) = -^-yi- 

Der Schwerpunktsabstand MS wird nach Guldin 
^^ 2.F 2nF BF ^j-,^^^ _ „..^^J 



oder auch 



3*) q 



«-a«)^ 






§ 84) Bemerkungen. Der Inhalt des Drehungs- 
körpers mit Achse PQ ist nach Gleichung 2) gleich dem 
einer Kugel vom Radius y^, wie grofs auch a gewählt 
werden mag. Alle konzentrischen und symmetrischen 
gleichseitigen Hyperbelsegmente von derselben 
Sehne geben also inhaltsgleiche Drehungskörper. 
Zu ihnen gehört das Asymptotendreieck MQH. Durch 
Vergleich mit Figur 30 folgt der bemerkenswerte Satz: 

Drehen sich konzentrische Kreissegmente und 
konzentrische und symmetrische Segmente gleich- 
seitiger Hyperbeln von derselben Sehne h um den 
zu diesen Sehnen parallelen Durchmesser, so sind 
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alle- entstellenden DrehangakOrper von demselben 
Inhalte. (Fig. 67.) 

Man kann den Satz anch dahin deuten, dafs sttmt- 
liche Segmente dieser Art in Bezog auf die Drehangs- 
achaePQdasselbe statische Moment haben, nämlich: 
/ 47t t 1 3 , 



M = eF= 



2x ~ 



p ^Man yersucbe die in § 63 gemachten Bemeikongen, 
abgesehen von den auf Bogen nnd Maotelflächen bezüglichen, 
soweit es möglich ist, hierher zu Übertragen. 

§ 85) Der Hjperbelsektor. In der Gleichung 2) 
bedeutet ic,y, den Inhalt des Dreiecks MAB, folglich ist 
der zweite Teil 



1) F^a^lg '^ ^ = a*% '^^^' 

die Fläche des Sektors ACBMAei gleichseitigen Hyperbel. 
Da sowohl auf den aus dem Dreieck MAB entstehenden 
Drehungsktlrper, als auch auf den ans dem Segment ent- 
stehenden die SimpsouBche Regel anwendbar ist, so läFst 
sich auch der Inhalt des ans dem Sektor entstehenden 
Drehungskörpers nach dieser Regel berechnen, d. h. es wird 

2) J=A(o + o+4;ra») = -^a»Ä = ^a'y., 
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was mit der Formel fttr den Inhalt des entsprechenden ans 
dem Kreissektor entstehenden Körpers übereinstimmt, wenn 
a der Kreisradins ist. 




Fig. 68. 

Nach Gnldin wird der Abstand des Hyperbelsektors von 
M gegeben dnreh 

47t 

3) Q = T, 



«'yi 



27iF 



2,ra«'/^^+^ 



2 
J 



Vi 



h 



^i+y/ 



a 



wofür anch geschrieben werden kann 



3*) 



2^ 
J 



Val — a* 



^i+^^i — «* 



'l9 



Das statische Moment des Sektors in Bezug auf PQ ist 

47t ^ 

3 



M=qF= 



27t 



27t 



«Vr 



§ 86) Berühren einander der Kreisbogen 
ACB und der Bogen A^CB^ der gleichseitigen 
Hyperbel, die beide von derselben Höhe 
PQ=i2y^ sind, so sind die aus der Drehung 
beider entstehenden Körper inhaltsgleich. 
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folglich auch die statischen Momente der 
Flächen in Bezng auf PQ. 

Berührt also der Hyperhel- 
bogen das Asymptotendreieck 
MGH, so entsteht aus dem 
Sektor MBCA ein Drehungs- 
körper, dessen Inhalt gleich dem 
Kugelinhalte 

47t 3 47t 3 




ist. — 

Haben Hyperbel- und Kreis- 
sektor dieselbe Höhe 2y und 
gehören sie zu derselben Sehne, 
80 ist die Inhaltsdifferenz beider 
Drehungskörper (d. h. der Inhalt des durch Drehung der 
Linse ACBC^ entstehenden Körpers) 

also gleich dem doppelten Inhalte einer Kugel vom Radius y^. 
Die Inhaltssumme beider ist ebenso 



S = 



47t 



yiK+3/? + (^?-y?)] 



87ty^ 



X 



2 



d. h. gleich dem doppelten Inhalte eines Ellipsoids von den 
Halbachsen x^^ a^ und y^j oder auch gleich dem doppelten 
Inhalte des zu dem gemeinschaftlichen Dreiecke MAB ge- 
hörigen Körpers. Der letztere Körper hat also als Inhalt 
das arithemtische Mittel der Inhalte der beiden anderen. 

§ 87) Durch Cayalierische Verkürzung in senk- 
rechter Sichtung mit Hilfe des Faktors q = — erhält man 

ans Figur 67 Segmente und Sektoren ähnlicher Ellipsen und 
ühnlicher Hyperbeln, über die sich entsprechende Sätze ausr 

sprechen lassen. Die Flächeninhalte werden die — fachen, 
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die Köiperinhalte ebenfaUs, die ScbwerpnnktsabsOnde yo& 
M bleiben dieselben, wie oben, da ^ = ^ üb^gebt in 



27t— F 
a 



27tF 



80 dafs keine Änderung eintritt. Es sei dem Leser ttber» 
lassen, die neuen Sätze in Worte zu kleiden. 

Entsprechendes entsteht dnreh Gayalierische Ver- 
schiebung in senkrechter Bichtung, wodurch die Recht- 
ecke in Parallelogramme verwandelt werden, die Schwer- 
punktsabstände von PQ sich nicht ändern und auch die 
Flächen- und die Eörperinhalte dieselben bleibet. 




FIf . 70. 



Fttr den Fall der Figur 70 wird jedes der Hyperbel« 
aegmente fttr sein besonderes a = MC nach der Formel 

berechnet, denn es ist — Vai^ — a^=ff^^ jeder Hyperbel- 
sektor nach der Formel 
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§ 88) Schwerpunkt für die obere Hälfte 
des Hyperbelsegments. Bei der gleichseitigen 
Hperbel handelt es sich nm die Fläche CBB der Figur 66, 
die durch . 

= _ l^^^y^^ZIT« - a« Ig^Lll-A J 

gegeben ist. Durch Drehung um die Achse MD entsteht 
«in Segment des gleichseitigen zweimanteligen Drehungs- 
hyperboloids, auf welches nach Band U wiederum die 
Simpsonsche Regel anwendbar ist. Dabei hat man 
CD = x^ — a als Höhe zu betrachten. Der Unterschnitt 
ist M = 0, der Oberschnitt = nt/l = 7t(a^ — a^. Der 

Mittelschnitt wird Try^^ wo yl sich aus 

bestimmt. Die Simpsonsche Begel giebt also 

■7.= "''■-■■' [O'+i^ + ii^] 

= iJ&^[(^_., + .((A±iL)'_,.}] 

«der 

Nach Guldins Begel wird der senkrechte Schwer- 
punktsabstand der oberen Hälfte des Segments von der 
Drehungsachse 

Holsmfiller, Stereometrie m. 7 
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*» "" 27cF^ ~ . F 



3 [«,/«« — a« - a« Z<7^L2__i J 

Der Horizontalabstand von PKl bleibt, wie vorher 



s 



2(a!j — a«)' 
9 = 



x,V^ — a« — a«/<y - J 

Die obige Verkürzung mit Hilfe des Faktors — und 

die Cavalierische Yersohiebung erweitem die Aufgabe . in 
leichter Weise. Der durch die „verkürzte" Hyperi^l ent- 
stehende Drehungskörper giebt 

Der durch Drehung der Fläche MCBQ in Figur 66 
um die o?- Achse entstehende Körper wird für die allgemeine 

Hyperbel unter Benutzung der Hyperbelgleichung -^ — f«=^ 
J= ,rx, yj - ^ K - 5a«x, + 2a«] 

Ahnlich kann man die Hälften von Kreis- und Ellipsen- 
segmenten, von Ejreis-, Ellipsen- und Hyperbelsektoren be- 
handeln. 

§ 89) Bemerkungen zu den Analogien 
zwischen Kreis und gleichseitiger Hyperbel. 
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Die hier so häufig auftretenden Analogien haben einen tiefer 
liegenden analytischen Grund. Die Kreisgleichung x^-\-y^=^a^ 

Iftfst sich nämlich in der Form a* — (ty)' = a', wo i=V — i 
ist, schreiben. Setzt man in letzterer Gleichung y an Stella 
Yon it/j so hat man die Gleichung einer gleichseitigen 
Hyperbel, die schon fiHher (Bd. 11 Seite 294) als Fortsetzung 
des Kreises betrachtet wurde. 

Kennt man die Eulersche Formel*) 

arctan -^ = -TT lg — ^-^, 

r\ 

so geht z. B. die Formel für den Kreissektor F=a^— 

leicht in eine andere über. Man hat fttr den Kreis 
ic*-|-y* = a* den Sektor 

2 x^ 2% x^ — y^t 



^* Va^-yX 



Vi 



*) Sie wird folgendermafsen gefunden. Jede komplexe Grösse 
^ ± yi läfst sich in der Form r(cos9P ±isin9p)»re^^ schreiben, 

wo r » V»* + y«, y = arctan— ist. Dabei wird 

= *j[^r +y>t == %Yx^ + y^ + iarctan -^, 

= *^r -^fi^^lg Vac' + y* — iarctan -s^. 

Durch Subtraktion folgt 

% (« + yt) — */^ (aj - y i) "* 2 i arc tan -^ 
odet 



X — y\ X 



o 
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oder endlich 

Setzt man in der Gleichung 



2 /a« + (y,tr-y,i' 

die ^^ nur in Verbindung mit dem Faktor i enthält, überall 
y' statt y^ij und links /" statt Fi^ so erhält man für die 
Hyperbel a?* -[- (y i)* = a* oder o:* — y* = a* den Sektor 

2 ^ /a* + /«— y' 2 ^ x'—y' 

Dies formt sich um zu 

Und dies ist die in § 85 angegebene Form für den 
Hyperbelsektor. Die scheinbar so verschiedenen Formeln 

F=a«-^ = a«arctan-^und F' = a^ h ^^-^^^ 

stehen also in einem einfachen analytischen Zusammenhange. 
Man beachte dabei, dafs es sich um den Fall handelt, bei 
dem die Bogen des Kreises und der Hyperbel einander 
berühren. (Vergl. Figur 68.) 

Ebenso geht die Formel für das Kreissegment 
F—a''—-xv — a«arctan-^-^v — ^'fa ^J+yi'' ^i^^' 
über in 

Fi-^la^^l^^:y^ — xyi 



Vi 



». - W l, V 
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Daraus wird, wie oben 



= a«Zff ^'+^' — .r'y 



r-.f 



was abgesehen vom Vorzeichen die Formel für das Segment 
der gleichseitigen Hyperbel ist 

Entsprechendes versnehe man für die Inhalte der 
Drehungskörper um die Schwerpnnktsabstände zu zeigen. 

^i) Berechnung der Fliehe des Drehungsparaboloids. 

§90) Rektifikation der Parabel. In der Figur 71a 
sei die Parabel Ä = y^ dargestellt.*) Man denke sich die 

Höhe AP = y^ in n gleiche Teile ^ = d emgeteilt. Ist n 

Im 

sehr grofs, so gehört zu jedem d = — ein Teilchen a des 

n 

Parabelbogens 0P=8. so dafs a= ist, wo ß den 

cos/J ^ 

Winkel bedeutet, den die Tangente der Parabel an der 

betreffenden Stelle mit der Y-Achse bildet. Bekanntlich 

bildet aber die Tangente mit der JT- Achse einen Winkel, 

der sich aus tana = -^ bestimmt, demnach ist 

also 

1 1 

eos/?= 



/i + tanV Vi-\-4y^' 
Jedes a also bestinmit sich als 

und daher ist 

^ = VJTW7 



*) In Figur 71a lies oben bei P nicht ß sondern fti. 
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und der Parabelbogen 

Man setze nun die veränderliche Gröfse -^ = ^'> «o di^ 



man hat 



oder 



l = /i + 4v« 



r« 



y 



« 



f3 



(4) 




Rg. 71. 
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Dies ist die Gleichung einer Hyperbel mit den Halb- 

achsen i und — . Diese Hyperbel entsteht dadurch, dafs 

man in jeder Höhe y das entsprechende g als Abscisse an- 
trägt Die Fläche zwischen dieser Hyperbel und der y-Achse 
ist von bis y^ von der Gröfse 

Xil = 6:^1 = iE Vi + 4y«. 

Demnach wird diese Fläche durch dieselbe Zahl ausgedruckt, 
wie die Länge des zugehörigen Parabelbogens. 

Die hyperbolische Fläche aber ist bekannt, denn bei 
der Hyperbel -^ — TT^^ ^ ^^ halbe Segment KLM 

gleich 4^[§,yi ~ "^^'^^ (4" + x)]' *^^ ^^ ^'^^^^ 
OKMN=.^,y,-^\%,y, _afe*Z^(^ + ^)] 

=|[f.y.+.»'',(4-+f-)]. 

«der, da li = a V i + ^ ist, 

Hier aber war a = 1^ und 6 = — , also wird die Fläche in 
WiiUiohkeit 

Ebenso grofii ist aber nach obigem die Länge der Parabel, 
also wird diese Länge von bis y^ 

§ 91)Fläche desDrehungsparabololdes. Labt 
man die erste der beiden Figuren sich um die ^T-Achse 
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drehen, so giebt jedes a eine Fläehe 27tyo= 2n:y6V± -^ 4y^. 
Bei der Dhrehiing der zweiten Fliehe enlstdit ans jeder 

Schicht ein Ringkürper vom Inhalte 27ty^S= 2n:ydV i -f- 4y\ 



Der kleine Bingkörper hat also dieselbe Inhaltsformel, wie 
jene Fl&ehe. Fttr die beiderseitigen Summen aller Elemente 
folgt also: 

Die Fläche des ganzen Drehangspar ab oloids 
(von y=0 bis y:=yj) wird dnreh dieselbe Zahl 
dargestellt, wie der Inhalt des Drehungskörpers 
der Fläche OKMN. 

Dieser Drehnngskörper hat aber nach § 88 für die 
Hyperbel |5—|^ = i den Inhalt ^^ (§« — a^, also 

f Qr a = i und b = -- den Inhalt 

2 

Demnach ist die Fläche des Drdimigspaioboloids, welches 
ans der Parabel x=y^ entsteht 

oder 



§ 92) Die SehwerpanktshSke fOr die Flicke 
OKLM ist nadi GnldiB 



f [KTXT^ -i] 



oder 



*«J[y,1'i-<,I-^>(Vi-U*y* + 2yjJ 



»i-|-4jrr— i 



J» 



6[y,» i - i5l - 4'^^* ' ^ <"* ^ *y»>] 



Berechnung der Fläche der Drehungspäraboloids. 
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Ebenso grofs ist die Schwerpunktshöhe y, 
für den parabolischen Bogen OP, 

Bemerkung. Dem Leser bleibe es ttberlassen, die 
Formeln für den allgemeinen Fall y^ = 2px oder auch für 
x = ky^ aufzustellen, was nur ein einfaches Übungs- 
beispiel ist. 

§ 93) Eine Folgerung, auf die ein späterer Ab- 
schnitt näher eingehen soll, sei schon hier angedeutet. Man 

teile in Figur 71a die X-Achse in gleiche Teile (J^ = — — "^^^ 

lege durch die Teilpunkte- senkrechte Gerade, die auf der 
Kurve OP andere Teilchen a geben, als vorher. Jetzt 

handelt es sich bei der Tangente um den Winkel tan a = -^. 
Die Kurve y* = o? ist jetzt in der Form y = Vx zu schreiben, 



so dafs jetzt tan a = 
so wird jetzt 



2x 



^-i/jT— j 



-i 

X ist, und 



cos Of = — ^ = 



M4^ 



V 



' + T« 



Jetzt denke man sich auf 
der X-Achse der neuen 
Zeichnung Lote 



=/ 



^+ 



4x 



errichtet, dann erhält man 
eine Kurve von dieser 

Gleichung, der^n Fläche F 

o 

ebenfalls so grofs sein 




Fiff. 72. 



mufs, wie die Länge der Parabel von bis x^, nämlich 



106 



I. Dm Qoldiifdm Begebt Ar Drekngikftrper etc. 



Um Yon der neaen Knrre eine Yoraldliiiig zu »lialteiir 
schreibe man ne in der Form 



,« = i + 



4x 



oder 



- = 4,«-.. 



WlQurend nun die Knrve jf^=4ti^-\-4 eine leicht zu 
konstmierende Parabel yorstelltey stellt die hier gefundene 
Gleichung eine Kurve vor, die aus dieser Parabel mit Hilfe 
recipn^er Abseissen zu konstruieren ist. (Diese ergdliea 
sieh mit Hilfe der Projektion xii — iiaf). Die Fläche 




Flg. 7S. 

der Kurve von bis x^ ist also gleich dem Ausdrucke F, 

o 
Dreht sich die neue Fläche um die F- Achse, so erhält 

man einen Inhalt, der durch dieselbe Formel ausgedrückt 

wird, wie die Drehungsfläche, die durch die Drehung der 

Parabel um die Scheiteltangente entsteht. 

So sind der parabolischen Kurve zwei Flächen zu- 
geordnet worden, die zu ihr in einem einfachen Zusammen- 
hange stehen, der später genauer untersucht werden soll. 

v) Anwendung der Ghüdinaohen Tnhaltsfonnel auf die 

einfachsten Schraubengewinde. 

§ 94) Das flache Schraubengewinde (mit Becht- 
ocksprofil). Es sei 7* der Radius des Kem-Cylinders, 
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■a und b seien die Seiten des Rechtecks^ dann ist der Schwer- 
punktsabstand von der Cylinderachse g^r-^-—, der Inhalt 

für jeden Umgang also (nnabhängig Ton der Steigung) 
uach § 36 

J= 2Q7tF= 2 Tr -f — J Ttab = 7t{2rJ^ h)ab, 

Fttr die Mutter gilt, wenn a^ = a ist, dieselbe Formel. 

Der Normalschnitt zu PQ hat den Flächeninhalt -y-, wenn 

h die H(>he für den Umgang ist. Dies gilt fttr alle 
-Gewinde. 
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Fig. 75. 

§ 95) Das scharfe Schraubengewinde hat theo- 
retisch zum Profil ein gleichschenkliges Dreieck. Sind a 

üb 
und b Grundlinien und Höhe des letzteren, so ist F=— , 

der Schwerpunktsabstand von PQ ist ^ = r -j- -y? *^80 der 
Inhalt fttr den Umgang 

J=27t(r + ^)~=7t(r-{--)ab. 
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Fflr die Sehranbenniiitter ist theoietifldi entsprech^id 

^.=-('+")4=K'+4)"'- 

(Die Samine der beiden Inhalte ist 

was dem Umgänge eines ParaUelognunms mit F= ab (oder 
dem eines Rechtecks) entspricht Der Unterschied ist 

J,-J = ^^ab = -j-.) 
§ 96) Das trapezische Gewinde. 

Sehweipnnktsabstand 

+ 26 e 




? = »• + 



a + 6 5' 
also Inhalt fflr den Umgang 

J = 

a-\-2b e~\a-\-b 



2n[r+^ 



+ 6 






2 



TtC 



F!f. 76. 



Für das Gewinde der Matter 
hat man durch Yertanschnng^ 
von a und b 



-. = -[' + 4i^T] 



b-\-a 



nc 



§ 97) Ein Halbkreis drehe sich um seinen 
Durchmesser und steige dabei (an letzterem als Spindel) 



AatreoAmg dra GuldiiiBChen Inhaltaformel etc. 109 

SO aufwärts, dafs seine Punkte SohraubenliDieii zurück- 
legen. (Vgl. z. B. Figur 18.) 

Der Inhalt des Gewindes f Ur einen Umgang ist dann 
gleiob dem der entsprechenden Kugel, also 



'.Fttr die entsprechende Mutter würde werden 

Die Somnie beider Inhalte ist gleich 
•27iT^, d, h. gleich dem Inhalte des den 
Kugel umbesehriebenen Cylinders. — 

§ 98) Man konstruiere auch das 
zur Hohlkehle der Figur 77 gehörige 
Sehraabengewinde für beliebige Steigung 
and führe dessen InhaltsberechDong ans. 
Auch elliptische Hohlkehlen machen keine 
Schwierigkeit ^ ^ 

Das in Figur 78 dargestellte q 
Profil soll von der als Sinoide 
bezeichneten Kurve begrenzt sein, 
die durch Cavalierische Erweite- 
rung aus der Sinnslinie entsteht. 
Aach das entsprechende Schraaben- 
gewinde kann konstmiert nnd ele- 
mentar berechnet werden. Dieses 
Profil kommt vielfach an Säulen 
mit Sohranbengewinden vor, eben- 
so wie das an den Kemeylinder 
angesetzte Halbkreisgewinde Figur 
79. Romanische, gotische, vlämische 
und Renaissance - Architektur be- 
nutzen Schraubengewinde aller Art, 
die zu einer bestimmten Art von 
Ornamentik geführt haben, wobei -'' 
Flechtwerk, Perlenschnüre nnd der- "'■ "■ 
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liehen Rolle spielen. Solche Säulen finden räsh in Rom 
in der Petenkirebe, im Ereugug- 
von St Paolo, am Bischo&stnU Ton 
Sl Lorenzo, in Siena am Dom, in 
Syraens am Palaizo Hontalto, in 
t^iberg an der goldenen Pforte 
des Donu, in Basel an der Oallos- 
pforte des Hnnstere, im Erenzgang^ 
zn EOnigslntter o. a. w. Selbst- 
'^^* TerrtSndlich ist für diese Orna- 

mentik nur die strenge Konstmktion, nicht die Bereehnong- 
von Bedeutung. — 



Zweiter Abschnitt 



Die Schraubenfläclien, ilire AbwicMbarkeit 
anf Drehnngsflächen^ ihrZusammenliaiigniit 
der Guldinschen Flächenformel und ihre 
konforme Abbildung anf die Ebene nnd anf 

andere Flachen. 



o) Die gewöhnliche Sohraubenregelflftohe 

xaA ihre Abwiekelbarkeit auf Drehungshyperboloide und 

auf allgemeinere SchraubenregelflAohen. 

§ 99) Man denke sich auf einem GyUnder vom Dureh- 
messer r eine Schraubenlinie von der Ganghöhe h gezeichnet^ 

deren Steigungswinkel y also durch tan y = — gegeben 

ist. Von jedem Punkte B^ der Schraubenlinie denke man 
sieh an die Achse nach oben hin eine Gerade von gegebener 
Länge BnA^=^a gezeichnet. Alle diese Geraden schneiden 
die Achse unter konstantem Winkel a und bilden eine ge- 
wöhnliche Schraubenregelf lache, die, weil die a einander 
nicht schneiden, sondern kreuzen, nicht abwickelbar auf 
die Ebene ist. Sie schneiden auch die Schraubenlinie unter 
einem gewissen Winkel $, der leicht zu berechnen ist. Man 
denke sich in Figur 80 das Bechteck A^GB^Dy^ vollendet 
und auf seiner Ebene in den Eckpunkten Lote von gleichen 
Längen errichtet, womit ein Rechteckskörper bestimmt ist. 
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Auf dessen erst- 
genannter Fläche 
ist Yon jS, ans die 
Grerade Ä, A^ ge- 
zeichnet, die mit 
Ä^ff den Winkel^ 
bildet Anf einer 

der anstofsenden 
Flächen giebt die 

Tangente der 

Schranbenlinie in 

B^ eine Gerade 

jBjXj, welche mit 

^r der entsprechenden 

Horizontalkante 

den Steigungs- 
winkel y bildet. 
Nach Band n Seite 
13 § 28) bUden 
' dann die Geraden 
B^X^ und B^A^ 

den gesuchten 
Winkel $, den auch 
jBFundÄ^bUden, 
und der sich aus 
cos f = sin /? sin y 
oder auch aus 

1) cos § = 
cos a siny 

bestimmt. Sind also 
von der unter- 
suchten Schrauben- 
fläche a, a und 
die Ganghöhe h gegeben, so ist r = a sin a, die Kurven- 
lange fttr einen Umgang s == V^Ä*4-4^*r*, also der 
Steigungswinkel durch 

2) smy = — = ^ = , 

gegeben, fttr den Winkel $ aber folgt 




Flg. 80. 
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3) cos| = cos a siny = 



h cos a 

8 

h COS a 



h cos a 



Vh'^-{'47C^r^ 



Denkt man sich die Geraden a nach anten bis ins Un- 
^endliche verlängert, so erkennt man, dafs jede Schranben- 
linie der Regelfläche ihre besondere Steigung y hat und von 
Hlen Geraden der Fläche unter einem besonderen Winkel $ 
geschnitten wird. Für a = z. B. ist A = «, d. h. die 
Schraubenlinie fällt mit der Cylinderachse zusammen, und 
dabei wird cos§Q=cosa, d. h. § = «, wie auch die Ver- 
längerung von B^A^ und C^A^ über A^ hinaus zeigt. Für 
a = Qo wird y = xmd ^ = 90^, so dafs im Unendlichen 
rechtwinkliges Schneiden stattfindet und die Fläche dort den 
Charakter eines Kegels annimmt. 

§ 100) Die Verlängerung der Geraden a über die A 
hinaus giebt eine Fortsetzung der Fläche, die der hier be- 
handelten Hälfte kongruent 
ist, also keiner Untersuchung 
bedarf. 



1 in Figur 



Beiläufig sei bemerkt, 
^dafs, da alle Schraubenlinien 
dieselbe Ganghöhe haben 

81 ist DG =j\ 

mit abnehmender Länge von 
a also steiler und steiler 
werden, sie in der Aufrifs- 
zeichnung in verschiedenem 
Mafse über die erzeugende 
Gerade hinausgreifen und 
von einer Kurve umhüllt 
werden, die an einen 
Hyperbelarm erinnert und 
z. B. Aj^B^ zur Asympotete 
hat. 

[Für a = 90^ handelt 
es sich um die Minimal- 

HoUmflller, Stereometrie in. 
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scbranbenregelfläche , die eine Ansnahmestellimg einnimmt 
und einer besonderen Behandlung bedarf. Sie ist hier ans 
der Betrachtang ansznschliefsen. Dasselbe gilt vom Falle 
a = 0, der den Cylinder giebt Dieser ist anf die Ebene 
abwickelbar.] 

§ 101) Man denke sich aus der Schraubenfläche einen 
Streifen ausgeschnitten, der von der Cylinderachse und einer 
der Schraubenlinien begrenzt ist, so dafs er lauter Gerade* 
von der Länge a enthält. Von beliebigen zweien dieser 
Geraden a soll der Streifen in seiner Länge begrenzt sein. 
Hat dabei der abgeschnittene Teil der Achse die Länge /, 
so berechnet sich die Länge l^ des abgeschnittenen Teils der 
begrenzenden Schraubenlinie aus h:s = l:l^ als 



h siny ' 

Die Fläche soll jetzt so gebogen werden, dafs die Ge- 
raden a geradlinig bleiben (man denke sie sich z. B. durch 
aufgeklebte Holzstäbchen dazu gez¥nmgen), und zwar soll 
die Achse / in einen Kreis gebogen werden, dessen Radius- 

g = — — wiitL Dann ordnen sich die Stäbchen a so an. 

dafs sie diesen Ejreis sämtlich unter dem unveränderlichen. 
Winkel a treffen und zwar aus Gründen der Kongruenz in 
ganz derselben Weise. E^ mufs also eine Schicht einer 
Fläche entstehen, die durch Figur 272 des ersten Bandes^ 
dargestellt ist, d. h. eines einschaligen Drehungshyperboloids» 
Demnach wird die begrenzendeSchraubenlinie ganz von selbst. 

in einen Kreis vom Radius o, = -^ = — -. = —^ — 

^* 27t 27t smy smy 

umgebogen, der von den Geraden unter dem Winkel ^ ge- 
schnitten wird. 

§ 102) ptfan kann sich bequem ein Modell dieser hyper- 
bolischen Fläche herstellen. Man nehme zwei kreisförmige 
Pappscheiben, deren Badien etwas gröfser als q und q^ sind 
und bringe sie in solche Lage, dafs sie einen Kegelstumpf' 
darstellen. An den Bändern bringe man zum Durchziehen, 
von Fäden Löcher an, die auf Kreisen von den genauen 
Badien q und o. liegen und zwei regelmäfsige Polyogone- 
von derselben Seitenzahl geben. Durch die Löcher ziehe: 
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man Fäden so, dafs sie den Seiten des Eegelstumpfes ent- 
sprechen und jeder die Länge a erhalte. Denkt man sich 
jetzt die obere Scheibe gegen die andere um die (sich dabei 
verkleinernde) Achse des Kegels gedreht, so entsteht ein 
Drehungshyperboloid, d. h. eine Schicht einer in Figur 272 
des ersten Bandes veranschaulichten Fläche. Solcher Hyper- 
boloide entstehen unendlich viele, je nach dem Grade der 
Drehung, und zwar sind alle von einander verschieden (vom 
Symmetriefalle abgesehen). Bewirkt man, dafs der kleinere 
&eis von den Fäden unter dem obigen Winkel a getroffen 
wird, so hat man das Hyperboloid, auf welches sich der 
betrachtete Streif der Schraubenfläche vollständig auflegen 
(abwickeln) läfst, derart also, dafs die ganze Drehungsfläche 
bedeckt wird. Der kleinste Sjreis des Hyperboloids kann 
aufserhalb der Kreisflächen oder zwischen ihnen liegen. Die 
Grenzlagen sind für jedes a durch den bezw. durch die beiden 
möglichen Kegel bestimmt, ftir die der „ Striktionskreis ^' den 
Durchmesser Null hat. Je nach der Länge / des ab- 
geschnittenen TeUes der Achse der Schraubenfläche wird 
der Striktionskreis seine Gröfse und Lage erhalten.] 

§ 103) Man kann z. B. untersuchen, wie grofs l ge- 
nommen werden mufs, damit der kleinere Kreis der kleinste 
eines entsprechenden Hyperboloids werde. Zu diesem Zwecke 




Fig. 82. 



8' 
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gehe man von einem Hyperboloid aus, dessen Striktions- 
kreis einen yorlänfig anbestimmten Radios q habe. (Figur 82.) 
Die zugehörige Gerade a bilde mit der Tangente t tlberall 
den Winkel a, dessen Schenkel jetzt in derselben senk- 
rechten Ebene liegen mtlssen, weil es z. B. bei KL der 
Fall ist. Man vollende das rechtwinklige Dreieck ABC, 
welches dem Dreieck ABG der Figur 81 entspricht, so dafs 
BC=r = aBma ist, während ^ = acosa wird. Da auch 

t^ = ^i — ^* ist, so wird, wenn q bekannt ist, p^ durch die 

Gleichung p? = «*-[- q^ bestimmt. 

Ist die Ganghöhe der zugehörigen Schraubenlinie h=n 2 q 7t, 
wo n irgend ein reeller Faktor ist, so ist die Länge der 
Schraubenlinie fllr den vollen Umgang 8 = n2^^7r, also der 
Steigungswinkel y zu bestimmen aus 

h n2Q7i Q 
giny = — = — ;r^ — = -5_ 
8 n2q^7i q^ 

d. h. er stimmt Uberein mit dem von t und q^ gebildeten 
Winkel ACM, fllr den tany = ^ ist. Die Ganghöhe der 
Schraube ist also 

Q T 

h = 27rrtany = 27tr — == 27tQ — = 27tQtBJia = Itany. 

Daraus folgt l = - . 

tan« 

Folglich: Soll der kleinere Kreis der Hyper- 
boloidschicht der Striktionskreis des Hyperboloids 
werden, so mufs man von der Achse der Schrauben- 
linie das Stück 

tana 

abschneiden, wobei h die Ganghöhe ist. 

(Fttr a = 46^ z. B. mufs l = A sein.) 

Dabei handelt es sich um ein Hyperboloid, bei dem der 
Striktionskreis von den Geraden unter dem Winkel a ge- 
schnitten wird. Im allgemeinen Falle ist der Winkel ein 
anderer, weil ein anderer Kreis unter a geschnitten wird. 
Daher kommt die Unähnlichkeit der möglichen Hyperboloide. 
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Das Wichtigste ist der Satz: 

Jede Schranbenregelfläche gewöhnlicher Art 
läfst sich anf gewisse Drehnngshyperboloide ab- 
wickeln. Man kann es so einrichten, dafs die Achse 
znr Striktionslinie des entstehenden Hyberboloids 
wird. 

§ 104) Man kann allgemein auch so verfahren, dafs 
man das abgeschnittene Stück der Achse als Schranben- 
linie um einen Cylinder biegt nnd die Geraden dabei 
zwingt, Gerade zu bleiben. Dabei entsteht eine allgemeine 
Schranbenregelfläche, denn die Geraden liegen dann, ähnlich 
wie beim Hyperboloid, nicht mehr mit der Cylinderachse in 
derselben Ebene. Also: 

Auch die allgemeinsten Schranbenregelflächen 
lassen sich anf gewisse Drehungshyperboloide ab- 
wickeln. 

Auch die Umkehrung ist leicht auszusprechen. 

§ 105) Von den Folgerungen dieses Satzes seien nur 
einige besonders wichtige angegeben. 

1) Die allgemeinen Schranbenregelflächen, bei 
denen die erzeugenden Geraden die Cylinderachse 
kreuzen, sind nicht wesentlich von denen unter- 
schieden, bei denen sie die Achse schneiden, denn 
sie können in solche durch Biegung ttbergeführt 
werden. 

2) Bei der Abwickelung einer allgemeinen 
Schraubenregelfläche auf ein geeignetes Drehungs- 
hyperboloid gehen die Schraubenlinien in die 
Ereisschnitte des letzteren über, die Orthogonal- 
kurven der Schraubenlinien in die Orthogonalkurven 
der Ereisschnitte, d. h. in die hyperbolischen 
Hauptschnitte. 

3) Die Fläche einer Schicht des Drehungs- 
hyperboloids kann mit Hilfe des Guldinschen 
Flächensatzes berechnet werden, wenn man die 
Länge des Hyperbelbogens und seinen Schwer- 
punkt kennt. Folglich kann man unter der ent- 
sprechenden Bedingung auch die Fläche des 
Streifens einer Sohraubenregelfäche berechnen. 
Dabei sind mafsgebend die Länge der entsprechen- 
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den Orthogonalkarven der Schranbenlinien und der 
SchwerpnnktsabBtand der auf obige Art znr 
Hyperbel gebogenen Orthogonalknrye. 

4) Weil das Drehnngshyperboloid durch die 
Kreisschnitte und deren hyperbolische Orthogonal- 
kuryen in kleine Quadrate eingeteilt werden kann^ 
so kann man auch die allgemeine Schraubenregel- 
fläche durch ihre Schraubenlinien und deren Ortho- 
gonalkurven in kleine Quadrate einteilen. 

5) Die Loxodromen des Drehungshyperboloids 
gehen dabei in Kurven über, welche die Schrauben- 
linien der Schraubenregelfläche unter konstantem 
Winkel schneiden. Auch durch diese Loxodromen 
läfst sich die allgemeine Schraubenregelfläche in 
kleine Quadrate einteilen. 

ß) Abwiokelbarkeit der allgemeinsten Sohraubenflftohen auf 
Drehungsflächen und der dadurch bedingte Zusammenhang 

mit Goldins Flftohenformel. 

§ 106) Aus jedem 
ebenenodernicht- 

ebenen Zuge 
ABCDEF... ge- 
rader Linien, aus 
einer beliebigen 
Achse PQ und 
einer gegebenen 
Ganghöhe U läfst 
sich ein durch 
entsprechende 
Schraubenlinien 
bestimmtes Ge- 
bilde konstru- 
ieren, dessen 
Seitenflächen 
Schraubenregel- 
flächen sind. Je- 
des solche Ge- 
bilde ist ab- 
wickelbar auf ein 
Fig. 8s. Rotationsgebilde, 
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l)ei dem die Geraden AB,BC,DE... im allgemeinen 
'Gerade bleiben, während der Hauptschnitt aus 
Hyperbelbogen entsprechender Art besteht. 

Horizontale Gerade sind dabei vorläufig noch ans- 
züschliefsen. Da aber bei beliebigen Eorven etwaige 
horizontale Teilchen unendlich klein sind, so gilt ftir den 
Fall, dafs die obigen Geraden unendlich klein und unendlich 
zahlreich gedacht werden, der Satz: 

§ 107) Jede Schraubenfläche beliebigen Profils 
ist auf eine bestimmte Drehungsfläche abwickelbar. 
(Ist das Profil eine • geschlossene Kurve, so ist die Fläche 
2u B. längs einer der Schraubenlinien aufzuschneiden, damit 
die betreffende Umbiegung ermöglicht werde.) 

Dieses Theorem ist von Bour aufgestellt worden 
und, wie man sieht, der elementaren Lösung zugänglich. 
Ohne weiteres folgt: 

§ 108) Jede Schraubenfläche beliebigen Profils 
läfst sich durch ihre Schraubenlinien und deren 
Orthogonalkurven in kleine Quadrate einteilen, 
-ebenso durch zwei Loxodromenscharen, welche die 
Schraubenlinien unter konstanten Winkeln a und 
/J=90^-j-a durchsetzen. 

§ 109) Kennt man den Flächeninhalt der 
Drehungsfläche (z. B. mit Hilfe der Guldinschen 
Flächenformel), so kennt man auch den des ent- 
sprechenden Streifens der Drehungsfläche. 

§ 1 10) Danach ist im Prinzip die Geometrie der Schrauben- 
flächen auf die von Drehungsflächen zurttckgeftlhrt Der 
körperliche Inhalt wurde schon vorher in bestimmte Be- 
ziehungen zur Guldinschen Inhaltsformel gesetzt, jetzt ist 
auch der Flächeninhalt zur Guldinschen Fläehenformel in 
eine andere Art von Beziehungen gesetzt. Wichtig ist 
auch, dafs das Krttmmungsmafs der allgemeinen 

Schraubenfläche (also der Gaufssche Ausdruck — J 

für jede Stelle dasselbe ist, wie bei der durch die 
Biegung entstandene Drehungsfläche, dafs auch 
den geodätischen Linien der einen geodätische 
Linien der anderen entsprechen. Da man z. B. für 
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jede Stelle des Drehongshyperboloids nach den früherett 
Auseinandersetzungen die Krümmungsradien q nnd r der 
Fl9,che kennt, so kennt man ihr Produkt aneh ftlr jede 
entsprechende Schraubenregelfläche. 

§ 111) In physikalischer Hinsicht sei anch darauf auf- 
merksam gemacht, dafs die elektrischen stationären» 
Strömungen auf beiden Arten von Flächen einander 
entsprechen. 

Jede Kurve der einen Flächengruppe kann nämlich mit 
Hilfe quadratischer Einteilungen auf die andere konform* 
übertragen werden. (Ähnlich, wie der Maler irgend eia- 
Originalbild kopiert, indem er dieses in ein von Geraden 
gebildetes Quadratnetz einteilt und Quadrat für Quadrat 
nachbildet.) 

i^ § 112) Bemerkungen. Bei solcher Wichtigkeit der 
Schraubenregelflächen ist eine eingehende Beschäftigung mit 
ihnen anzuempfehlen. Der Leser versuche z. B. nachzu- 
weisen, dafs bei der gewöhnlichen Schraubenregelfläche die 
unter gleichen Achsenabständen aufeinander folgenden Geradea 
in der Projektion auf einen Normalschnitt zur Achse Badien. 
geben, deren Längen in arithmetischer Reihe z. B. in der 
Beihe o, p, 2p, 3p, . . . aufeinander folgen, während ihre 
Richtungen unter gleichen Winkeln aufeinander folgen. 
Danach giebt der Normalschnitt zur Achse eine Archi- 
medische Spirale. Diese Grundrifszeichnung erleichtert 
die Anschauung für weitergehende Untersuchungen. Die 
technische Bedeutung der Schraubenregelflächen trat schon 
bei den scharfen und den trapezischen Gewinden hervor. Das 
in diesem Abschnitt gesagte gilt aber auch von Gewinden 
allgemeinster Art. Ein einfacher Fall ist der des scharfen 
Gewindes, bei dem die Basis des Dreiecks die Loxodrome 
eines Gylinders wird, die Seiten des gleichschenkligen Drei- 
ecks dagegen Gerade zweier Hyperboloide geben. Der 
Hauptschnitt des neuen Gebildes also giebt ein gleichschenk- 
liges „Dreieck^', bei dem die Basis eine Gerade, die Schenkel 
zwei Hyperbelbogen sind. 

Im nachstehenden Abschnitt soll der hier noch aus- 
geschlossene Fall a = 90^, der auf die sog. Minimalschrauben- 
regelfläche führt, einer eingehenden Behandlung unterworfen 
werden, die in gewisser Richtung als eine erschöpfende be- 



Die Minimalschraabeiiregelfläche und ihre Abwickelbarkeit etc. 121 

trachtet werden darf, da es gelingt, die konforme Abbildung 
auf die Ebene durchzuführen und die gesamte Geometrie der 
Ebene auf diese Schraubenfläche zu übertragen. In ähnlicher 
Weise würden dann andere Schraubenregelflächen zu be- 
handeln sein. Wie für die übrigen Schraubenregelflächen 
im allgemeinen das Drehungshyperboloid mafsgebend ist 
(welches für a = Ö in den Gelinder ausartet, für den Fall 
aber, dafs die Geraden der Fläche Tangenten einer Schrauben- 
linie sind, zur Ebene wird), so ist für die Minimalfläche, 
wie sich zeigen wird, ausnahmsweise das Eatenoid, d. h. die 
durch die Rotation einer Kettenlinie um ihre Diretrix ent- 
stehende Fläche mafsgebend, die sich dabei ebenfalls einer 
elementaren Behandlung zugänglich zeigt. 

y) Die Minimalscilraubenregelfläche und ihre Abwiokel- 

barkeit auf das Eatenoid. 

§ 113) Die Konstruktion dieser Fläche und ihr Charakter 
als Minimalfläche wurde schon firüher besprochen. Es handelt 
sich um den Grenzfall der gewöhnlichen Schraubenregel- 
fläche, bei dem a = 90^ ist. Angenommen, auch diese 
Minimalfläche wäre auf ein Hyperboloid abwickelbar, so 
könnte dieses, da die Geraden mit den Grenzkreisen einen 
Winkel von 90^ bilden, nur ein Kegelstumpf sein. Dieser 
aber ist auf die Ebene abwickelbar, also müfste, auch diese 
Schraubenfläche eine abwickelbare Fläche sein. Da jedoch 
ihre Geraden einander nicht schneiden, sondern kreuzen, so 
ist sie nicht abwickelbar, folglich ist auch ihre Abwickelung 
auf den Kegel unmöglich. Da dieser ferner eine Spitze hat,, 
also einen Striktionskreis von unendlicher Kleinheit besitzt^ 
so liegt auch darin die Unmöglichkeit der fraglichen Ab- 
wickelung. Dafs die Achse in einen Kreis umgebogen werden 
kann, ist selbstverständlich. Würden die Geraden Gerade 
bleiben können, so würden sie aus Gründen der Kongruenz 
der einzelnen „Sektoren^ einen Kegelstumpf (gegebenfalls 
einen seiner Sonderfälle, Gylinder, Ejreisring) geben. Da 
dies unmöglich ist, können die Geraden bei jener Drehung 
nicht Gerade bleiben. Es liegt also einer der Fälle 
vor, in denen die Geraden der Schraubenregel- 
fläche zu krummen Linien werden. 

§ 114) Die Frage, in welche Kurven sie sich biegeni 
müssen, wenn die Achse in einen Kreis umgebogen wird,. 
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ist mit elementaren Hilfsmitteln nur anf Umwegen lösbar. 
Einen Einblick in das Problem erhält man aber anf folgen- 
dem Wege. Biegt man eine Fläche, so gehen die kürzesten 
Linien auf ihr wieder in kürzeste Linien über, denn keine 
Linie ändert dabei ihre Länge. Nnn handelt es sich hier 
mn eine Minimalfläche, bei der jeder Punkt der Schrauben- 
linie durch Gerade, also auf kürzestem Wege, mit der Achse 
^verbunden ist. Diese Linien bleiben bei der Verbiegung 
kürzeste Linien, folglich mufs die durch Biegung entstehende 
Fläche eine Minimalfläche zwischen den neuen Grenzen 
^bleiben. Aus Gründen der Kongruenz der Sektoren kann 
«ie eine Drehungs fläche werden. Wie vorher, müssen 
dabei die Schraubenlinien in Kreise übergehen. Die Ortho- 
.gonalkurven der ersteren, d. h. die Geraden werden Ortho- 
.gonalkurven der Kreise. Das Bour'sche Theorem über die 
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Möglichkeit der Abwickelung auf eine gewisse Drehnngs- 
^äche gilt also auch hier. 

Nimmt man neben der in der fiegel dargestellten 
Minimalschraubenfläche auch noch ihre Fortsetzung über die 
Achse hinaus so weit, dafs beide Teile gleichwertig sind 
und verbiegt man z. B. die Achsenlänge l = h in einen Kreis, 
so mufs dieser der kleinste Kreis (Striktionskreis) der ent- 
sprechenden Drehungsfläche werden. (Dies gilt hier von 
jeder Länge L) Aus Gründen der Kongruenz der Sektoren 
entsteht ein gegen die Ebene des Striktionskreises symme- 
trisches Gebilde. Diese Drehungsfläche mufs die Minimal- 
fläche zwischen den beiden (gröfseren) Grenzkreisen sein. 

Bis hierher reicht die reine Elementarmathematik aus. 

§ 115) Für die nachstehenden vorläufigen Bemer- 
kungen mögen mechanische Yorstellungsweisen zu Grunde 
gelegt werden. 

Man nehme zwei gleich grosse Drahtkreise M^ und i/,, 
die mit Griffen versehen sind. Man lege beide fest auf- 
einander und tauche sie in Glycerin-Seifenwasser ein. Dann 
versuche man beide von einander zu entfernen und in die in 
Figur 84 dargestellte Lage zu bringen. Es wird leicht ge- 
lingeUy eine Seifenblase zwischen beiden entstehen zu lassen, 
die im Anfang der Figur 84 entspricht, da infolge des 
Kontraktionsbestrebens der Flüssigkeit die Fläche eine 
Minimalfläche werden mufs. (Bei grösserer Entfernung der 
Kreise reifst plötzlich die Fläche durch und es bleiben ge- 
trennte Seifenblasen in der Form zweier Kreisscheiben übrig, 
weil deren Flächen zusammen schliefslich kleiner werden, 
als jede zwischen den Drähten mögliche Drehungsfläche.) 

§ 116) Eine andere Vorstellung ist folgende. Die 
Drehungsfläche mufs bei der obigen Biegung eine Minimal- 
fläche werden. Die Länge b der Geraden, die in den Bogen 
B^AB^ übergegangen ist, ist unverändert geblieben. Soll 
nun die Fläche die obige Minimalfläche werden, so folgt aus 
der Guldin'schen Flächenformel M=2TtQb, dafs der 
Schwerpunktsabstand q des Bogens b ein Minimum 
werden mufs. Denkt man sich also M^ M^ horizontal, so 
fragt es sich, welche unter den Kurven von derselben 
Länge l die zwischen B^ und B^ angebracht werden 
können, den am tiefsten liegenden Schwerpunkt 
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hat. Man denke sich also z. B. eine dünne Kette oder 
einen schweren, sehr biegsamen Faden von der Länge l 
zwischen -ß^ und B^ aufgehängt. Nach einem Schwer- 
punktsprinzip der Statik kann die Kette nur dann 
im Gleichgewicht sein, wenn der Schwerpunkt die 
überhaupt mögliche tiefste Lage hat. 

Bezeichnet man die mit Hilfe jeder Uhrkette leicht zu 
veranschaulichende Linie als Kettenlinie, ohne sich vor- 
läufig um ihre geometrischen Eigenschaften und ihre 
Gleichung zu kümmern, so erkennt man, dafs bei jener 
Biegung der Minimalschraubenfläche in eine Drehungsfläche 
eine bestimmte Drehungsfläche der Kettenlinie entstehen mufs, 
die als Katenoid bezeichnet werden soll, ohne dafs jetzt eine 
weitere geometrische Definition gegeben wird. Es handelt 
sich vorläufig nur darum, aus den obigen Darlegungen 
elementar abzuleiten, was aus ihnen gefolgert werden kann. 

§ 117) Berechnung des Inhalts der Minimal- 
schraubenfläche. ABBj^A^ sei eine von zwei Geraden 
AB = r und A^B^=r begrenztes Stück der betreffenden 

Schraubenfläche. Das 
^' — ■ — '-^-' ■ ' ■ jf^ Achsenstück AA^^ soll 

gleich — sein, wo h 




^ 



n 



rig. 85 



die Ganghöhe bedeutet. 
Für die begrenzende 
Schraubenlinie LB^B 

bestimmt sich der 
Steigungswinkel y aus 

tan y = , 



1) 



die Länge für einen Umgang aus 
2) 8 = Vh^-^47ir^ = 



smy 



Die Badien AB und A^B^ sind um den Winkel 



27t 



n 



gegeneinander gedreht, weil AA^= — ist. Dieser Winkel 



n 



ist auch durch den Horizontalschnitt B^A^C^^ dargestellt. 
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Ist n sehr grofs, so kann man das durch B^C^B dar- 
gestellte Stttck der Cylinderfläche dieser Schraubenlinie als 
ein ebenes rechtwinkUges Dreieck betrachten, dessen Seiten 
folgende Längen haben: 

BC^ = — , B.C.= 'B.B = — , demnach ist 



a)=©+(^0" 



h 8 

Setzt man — = a, r = «, — = y, so geht die Gleichung 
über in 





y i* 


' n« ' 


oder 






3) 




^' 1 


' n\* • 



Dies ist die Gleichung einer Hyperbel. Das für 
jedes X zu brechnende y giebt die Länge des Stücks der 
entsprechenden Schraubenlinie der obigen Fläche an. Denkt 
man sich also sehr viele Schraubenlinien in die Fläche ein- 
getragen, schneidet man die Fläche längs dieser Linien auf 
und läfst man die unendlich schmalen Streifen senkrecht an 
^jß herabhängen, so bilden diese die Ordinatenstreifen einer 
Hyperbel. (Dagegen könnte eingewandt werden, die Fläche 
«ei windschief, könnte als nicht auf eine ebene hyperbolisch 
begrenzte Fläche abgewickelt werden. Es leuchtet aber ein, 
dafs die Streifen bei unendlich grofser Anzahl und bei sehr 

kleinem — iie Gestalt ebener Rechtecke von sehr geringer 
n 

Breite annehmen. Gerade durch das Einschneiden ist jeder 
Streif von dem Krümmungszwange befreit worden, der in 
der Verbindung mit den andern lag. Und gerade die ent- 
stehenden kleinen Treppenflächen, die unendlich klein 
zweiter Ordnung sind und schliefslich auf den Inhalt der 
entstehenden Fläche keinen Einflufs haben, zeigen die Ver- 
schiebungen der Punkte gegeneinander an.) 



4) 
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§ 118) Nach § 33 läfst sich elementar zeigen, daf» 
das Hyperbelsegment EB^A^ die Fläche 



F = 



2 ^^ ^ 2 27t ^\a 




h h 

hat, denn AA.=a=^ — und 6 = -— sind nach Gleichung 3) 

ihre Halbachsen. Die der Schraubenfläche entsprechende 
Fläche AA^B^B hat demnach den Inhalt F^ = x^y^ — F^ oder 



^~ 2 



.8 



4n7r 



v^ 



yi 



+ 



^^ 



\n) \27t) 



~2n'^4fm ^ Ä * 




Fig. 86. 

Für den vollen Umgang der Schraubenfläche erhält man 
das n-fache. Die Gesamtfläche F ist also, je nachdem zwei 
der Gröfsen A, r, y für die begrenzte Schraubenlinie 
gegeben sind: 

2 ^ ^ 47t ^ 



h 



F^Ttr 



[cosy ' ^ smy^^l [cosy 2 ^i— cosy^ 

27r[tanysiny 2 ^ siny J 2;r[tanysiny 4 ^i— cosy 
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Reicht der Streif der Schraabenfläche nicht von r == O 
bis r = ar, sondern von einem beliebigen r^ bis zu einem^ 
beliebigen r^, so bilde man ans 4) die Formeln fttr F^ und! 
F^, Durch Subtraktion zusammengehöriger findet maa 
daim F=F^ — F^. 

§ 110) Berechnung der 
Fläche des zugehörigen 
Eatenoids. Man denke sich 
die Schraubenfläche ttber die 
Achse hinaus dadurch erweitert, 
dafs jedes r um sich selbst 
verlängert wird. Durch die 
obige Verbiegung entsteht dann 
ein Katenoid, dessen Kettenlinie 
DEF die Länge l = 2r hat. 
Die Achse PQ hat eine noch 
unbekannte Länge, aber der 
Striktionsradius q ist durch 



= rtany 



27t 



gegeben, wenn die Ganghöhe h 
zum Kreise umgebogen wurde. 
Ebenso ist 




Fig. 87. 



Qi = 



27t ^TTsiny cosy 



Man beachte, dafs — = sin y,^? — g« = r*j — ^ tan'y[! 

_^, i — sinV _ 



cos'y 



= r' ist. PQ werde ate die Direktrix der 



Kettenlinie bezeichnet Nach obigem ist, wenn z. B. die 
Länge T und eine der Gröfsen y^A, ^, ^j,«^ gegeben ist, die* 
Mantelfläche leicht aus einer der Formeln 4) abzuleiten, nur 
ist dabei 2F ui Grunde zu legen. 

Statt dessen wird in der Regel anderes gegeben sein, 
z. B. die Länge l=2r der symmetrischeiL Kettenlinie nn<^ 
die Pfeilhöhe EG = g. Dabei ist nach obigem 
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i — siny 

= r —. 

cos y ' j cos y 



^^ ^ L cos 



tany 



] 



Die Aüflösang dieser Gleichnng nach siny kann z. B. 
folgendermafsen erfolgen. Man hat 

•^ i — sin^y *(i-|-siny)(i — siny) 'i-(-8iny 

Die Auflösung giebt 



.5) 

femer 

.6) 



siny 



cos y = Vi — sin^y = 



r^ — 9^ 


»•* + </*' 


2gr 



■7) 



tany 



r* — ^* 



r^-fgr« 



2^r 
Man merke noch, dafs nach 7) 



.a 



iS 



Q = r tan y 



25^ 



also r* = g{2Q-\-g) = (Q^ — Q)(g^-\-Q) = Ql — Q* ist 

Die entsprechenden Gröfsen sind in die Formeln 4) 
«einzusetzen, z. B. in die nnr r und y enthaltende, 

M= 2F=2^A-^J^tBn-'lg ^ + «o»^T 

L COS y ' ^ sin y J 



Dies giebt die Mantelfläche 



M=27tr^ 



2gr 'V 2gr ) ^ 



^ + 



2gT 



'^^'^9 



a 



.2 



^ 



2 



r« + ^« 
Da der zu logarithmierende Ausdruck sich in 



a 



ir^9) 



r^ — g^ 



oder 



{r-^g) 



(r-|-^)(r — jr) r — jr 



/umwandelt, so folgt schliefslich 

8, «=^[,.+,.+ (:!=irv,r±i]. 
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Dies ist die Mantelfläche eines Eatenoids, 

dessen symmetrische Eettenlinie von der 

Länge l = 2r ist nnd die Pfeilhöhe g besitzt^ 

während die Drehungsachse vom Scheitel- 

r^ — q^ 
punkte die Entfernung q = — - — — hat. In Kar- 

tesischen Koordinaten soll sie unten abgeleitet werden. 

§ 120) Die Schwerpunktsentfernung e 
dieser Kettenlinie von der Achse PQ ergiebt 
sieh nach der Guldinschen Mantelformel if=27r«,« = 47r««r 
al9 

^ ^ 4nr 4g L ^^ ' 2gr ^ r — gl 

Der Abstand e^ des Schwerpunktes vom Scheitel ist 

4g L ^ ^ 2gr ^ r — gj 

Zwischen D und F sind viele Kettenlinien möglieh, 
aber für diese ist im allgemeinen PQ nicht die Direktrix, 
d. h. die Umdrehung um PQ giebt nicht die Minimalfläche 
zwischen den beiden Kreisen ^^. 

Kennt man von der Kettenlinie r und g, so findet man 

den Abstand der Direktrix durch g = — ir-^, also kon- 

2g 

struiert sie sich z. B. mittels der Proportion 

f'(r-{'9) = {^ — 9)'29 oder q :Vr^ — g^=Vr^ — g^:2g. 

Sind dagegen q und g, oder was dasselbe ist q und q^ 
gegeben, so findet man die Länge r = V^J — q^ der frag- 
lichen Kettenlinie EF^ welche jene Minimalfläche giebt, 
mit Hilfe des rechtwinkligen Dreiecks PFH. Aufserdem 
mufs aber der Abstand MP=MQ berechnet werden, was 
unten geschehen soll, denn aus ^^ und q^ allein lassen sich 
tunendlich viele Kettenlinien (ftlr die verschiedenen Ab- 
stände PM) bilden, f ttr welche PM nicht die Direktrix ist 

HdlsmülUr, 8t«r«ometri6 lU. 9 
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Ist jedoch die Kettenlinie nebst ihrer Di- 
rektrix gezeichnet, d.h. fertig gegeben, so ist 
ihre Rektifikation mit Hilfe des Dreiecks PFR 
leicht zu erledigen. 

§ 121) Die Tangente für einen beliebigen 
Punkt F der Eettenlinie ist leicht zu konstruieren. 

Der Winkel PFH=y. ftlr den 8iny=— ist, der alsa 

gleich dem Steigungswinkel der begrenzenden Schrauben- 
linie der Minimalschraubenfläche war, ist nur nach der 
anderen Seite von PF anzulegen, um die Tangente 
FL = t zu geben. 

Der Beweis kann folgendermalsen geführt werden. 
D^ikt man sich die Eettenlinie SP = r in n gleiche Bogen 

T 

b= — eingeteilt, so läfst sich der Abstand jedes z. B. des m^ 
n 



Teilpunktes vonPQ, mitHilfe der Formel Qm= — — ^5 — ^^ — 

(nach der betreffenden Schraubenlinienformel) leicht be- 
rechnen. Für den letzten Abstand PjP, der jetzt q^ heifsen 

soll, findet man also o„= -1_ ^ — ^ für den vorletzten 

p«-.i = ■ ^ , es wird also 

JS7t 



^ 



Fttr unendlich grofses n wird 

n 

geradlinig. Der Winkel Om, 
den b mit F^N oder PQ 
bildet, bestimmt sich dem- 
P* ^ ^ nach mittels 

NF^ 
Fig. 88. sm an = pp 
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oder 

T T 

{2n — l)b^ {2n — i)h ^^'^~^^'^ ^"""T 



T 

Für n = oo wird aber — =ö und P»-i = Pn» also wird 

n , ^ 

8iiia„ = -; — = — . Nun ist aber nach Dreieck FHP 

T 

auch COS y = — , folglieh ist an=90^ — y, in Figur 87 

also die Tangente FL symmetrisch (gegen PF) zu FB, und 
aufserdem ist, wenn man PH = ME jetzt mit Qq bezeichnet, 

r y Qn — Qo 

tana» = — = 



^0 Qo 

die Tangente also leicht zu konstruieren. 

§ 122) Übereinstimmung mit der Eettenlinie der 
Analysis. Man nehme die Einheit gleich g^y so dafs 

tanan==^P« — ^ wird. Femer mache man im Sinne der 
analytischen Geometrie QP zur X-Achse, M zum Anfangs- 
punkte der Koordinaten, MG zur Y-Achse, man denke sich 
also die Figur xim90^ gedreht. Setzt man noch Qn = yy so 
hat man die Gleichungen 

r- i 

1) tan an = yy«—i, tan yn = —f . ■ 

Diese Gleichungen reichen hin, nachzuweisen, dafs die 
hier gefundene Eettenlinie identisch ist mit der in der 
analytischen Geometrie bezw. analytischen Mechanik durch 
eine der Gleichungen 



— « 



definierten. (Die letztere kann nach der ersten dieser 

9* 
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Gleichungen dadurch konstruiert werden, dafs man zu den 

X 

Ordinaten der beiden logarithmischen Linien y = e und 



'X 




y = e das arithmetische 
Mittel sucht, d. h. an jeder 
Stelle D die Gerade D^D^ 
halbiert.) 

X 

Für die Kurve y = « 
läfet sich nämlich ele- 
mentar nachweisen,*) dafs 
die Subtangente überall 
gleich i ist, die Tangente 
also mit der X-Achse 
einen Winkel a- ein- 
schliefst, der durch 



X 



tan a.=^—r- = e 
1 

bestimmt wird. Bei der 



— « 



Kurve y=^e , die symmetrisch zu jener (gegen die X- 
Achse) ist, ergiebt sich ebenso 



— a; 



tan «a = — e 



Vergleicht man in Figur 89 die kleinen Dreiecke HFK, 
H^F^K^y HF^K^, so ergiebt sich leicht, dafs, weU PK 
das arithmetische Mittel zu PK^ und PK^ ist. 



2 



ist, also dort 



3) 



tana = 



tan cfj -f- tan a, e 

2 ""^ 



X — x 



2 



ist. Ersetzt man hier nach der letzten der Gleichungen 2) 

X 

e durch y -|- Vt/^ — i, so wird hier 



*) Vergl. z. B. die Ingenieur-Mathematik des Verfassers, Band I 
Seite 150. 
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tan o = y I y + y y 



a 



=^|y + i^?=^ 



y 



y + v^y 



^^^^^] 



(y + >^y'- ^) (y - >^y'- i) 



1 



(l/p=T)«=i 



oder, da der Nenner des Braches in y*- 
übergeht, 

4) tan a = Vy^— i. 

Dies stimmt aber znr Gleichung 1), fttr gleiche y 
haben also beide Kurven gleichgerichtete Tan- 
genten. Daraus folgt ohne weiteres, dafs, wenn zwei be- 
nachbarte Ordinaten t/n lUQid t/n-i der einen Kurve mit 
solchen der anderen übereinstimmen, auch 
deren Abstände tibereinstimmen mttssen, denn 
die Dreiecke F^RnFn^i sind fttr beide 
Kurven kongraent, weil sie in allen Winkeln 
und in der Seite K^F^ ttbereinstimmen. 
Folglich decken sich beide Kurven- 
flächen Streifen fttr Streifen und da- 
mit ist die Kongruenz nachgewiesen. 
So fallen insbesondere die Geraden ME fttr 
beide aufeinander. Die Gleichungen 2) dttrfen 
von jetzt ab fttr die weiteren Untersuchungen 
benutzt werden.*) 

Um zur ursprünglichen Kurve zurttck- 
zukehren, setze man wiederum EM = Qqj 

d. h. man mifst EM mit einer anderen Einheit, der 

fiichen, so dafs t/ sich als y' = Q^y^ x als af=iQ^x abmifst. 
Die Gleichungen 2) gehen dadurch ttber in 




Flg. 90. 



*) AnalytiBch ist der Nachweis der Obereinstiiiunung natürlich 
kttrzer zu ftthren. Ans Gleichimg 1) folgt unmittelbar ^«tana 



/pZT, d» 4^ 



V¥^l 



-, durch Integration also x 



äy 






— X 



« 4"« 



— Zp (y + V y*— i), oder « -= y -|- Vy*— i, also y = 
DüFerentiale und Integrale sollen aber hier ausgeschlossen bleiben. 
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y' _ e^-f-e~"^ 

oder, wenn man die Marken an den y und x wegläfst, 
ebenso an 9, in 

X X 

5) y = g ' + > 

9 Q 

Jetzt ist also die Gröfse PF durch dieses yy die 
Gröfse if P durch dieses a gegeben, und mit letzterem der 
oben unberücksichtigt gebliebenen Abstand MP für das 
Eatenoid als Minimalfläche bestimmt 

§ 123) Flächenbestimmung für die Eettenlinie. 
In der „Ingenieurmathematik" findet man an der angegebenen 

Stelle den elementaren Nachweis, dafs für die Kurve y = e 
die zwischen M und P{MP= a) liegende Fläche MPF^E 
durch 

X X 

a)F=e — i, 
o 

o 
die von ^ = — 00 bis Jf reichende durch F = 1, also die 

— OD 
XXX 

von — 00 bis ^ reichende durch F =(e — i)-|-i = « 
gegeben ist. ^ 

- X - X 

Daraus folgt F=ze , und demnach ist 

—00 

o -« 

ß) F=l — € . 

—05 

— X 

Für die symmetrische Kurve y = e ist die zur vorigen 

X X 

kongruente Fläche F ebenfalls durch den Ausdruck i — e 

o 
gegeben. 
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Da endlieh die entsprechende Fläche der Kettenlinie 
mit dem „Parameter^ AIE=i nach der obigen Kon- 
.istmktion das arithemetische Mittel zwischen den berechneten 
Flächen der beiden logarithmischen Linien ist, so folgt ftar sie 



X -^x X — a» 

F= 

o 



6) p^ (^ -l) + (l — e ) ^ e —e 

2 2 



jf+^y'-^- y + yy'-i] 



TTO unter a« der znr Abscisse a gehörige Neigungswinkel 
der Tangente zu verstehen ist. (Die Umformung der eckigen 
Xlamraer war schon oben durchgeführt.) 

Schreibt man, um auf die Kettenlinie mit dem Parameter 
ME = Q zu kommen, in den obigen Gleichungen statt a und 

3j tLberall — und — so giebt Gleichung 6) die -g-fache 

Fläche. Will man also die richtige erhalten, so hat man 
noch mit q^ zu multiplizieren. Dies giebt die Gleichung 



* X 



7) l'=^«t!_i-i=^«/^_i=ßi/7iV 

O ^ K 

= ^r = ß*tan*aa. 

Demnach ist die Fläche MEFP der Ketten- 
linie doppelt so grofs, als die des Dreiecks PFHj 
oder gleich dem Beehteck aus q und r. 

§ 124) Inhalt des Katenoidkörpers. Auf Seite 152 
4es ersten Bandes der „Ingenieurmathematik'' ist auf elemen- 
tarem Wege gezeigt, dafs das statische Moment der Fläche 

X X 

F^ oder F der logarittmiischen Linie y=^e in Bezug auf 
o 

«die X-Achse yon der Gröfse 

X f %x 1 ^ ^ 

ist Unabhängig von der Guldin'schen Begel ergab sich 
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daher der Schwerpunktsabskand dieser fläehe von der 
X-Achse als 

y. =^= ^— =T' +^)- 

Für die Kurve y = e"* wird die mitsprechende Fläche 



— X 



^^ = i — e , das entsprechende statische Moment wird 

JL=4-(i— « ')=4-(^— « ')(^ + « '), also der 
Schwerpnnktsabstand 



— X 



^« * i — e * 

Weil nun der Schwerpnnktsabstand jedes Streifens der 
Fläche der Eettenlinie das arithmetische Mittel von denSchwer- 
pnnkteabständen f&r die entsprechenden Streifen der Flächen 
der beiden logarithmischen Linien ist, so ist anch der Schwer- 
pnnktsabstand der Fläche der Eettenlinie das arithmetishe 
Mittel von den Schwerpnnktabständen der beiden anderen 
Knryenflächen, d. h., es ist 

1) y.=^^4^= ä 



— « 



8 8 4 

Das statische Moment ihrer Fläche 

OB — S 

* e — e . 

in Bezug auf die X Achse ist also 

2) ^.=,.F=l±^.l^=y±A./^-Fzr 
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Der körperliche Inhalt des Katenoids ist 
demnach: 

3) •7=2^if=|(/ + e~V^)(^''-0=f(y+^)Vy^^^ 

Nimmt man die symmetrische Hälfte des Körpers dazu, 
so erhält man das Doppelte. Dies alles gilt fbr den Para- 
meter ME=1. 

X 

Das statische Moment My der Fläche F in Bezug auf 

o 

die Y-Achse ergiebt sich in ähnlicher Weise. Für die Fläche 

X X 

der Eettenlinie y = e handelt es sich um M'y= e {x — i) + ^ 

X X 

= ae — e -f- i. (Elementare Entwickelung in Ingenieur- 

—x 

Mathematik, Band I, Seite 151.) Für y = e folgt nach 



— ac — X 



derselben Methode My = — o?e — e -f-i, also wird da» 
arithmetische Mittel für die Kettenlinie 



My = 



X X —37 —X 

(xe — e -f- ^ ) -f" ( — ^^ — ^ H~ ^) 

X —X X — X 

X {e — e ) — (e -\-e )-|-2 

~ 2 

Daraus folgt als Schwerpunktsabstand der Fläche 

dS jf» <y» ^im» Sit 

My x{e —e ) — (e +« )-\-2 

X, 



e — e 

Der durch Drehung um die Y-Achse entstehende Körper 
hat also den Inhalt 

X — * X — as 

2«My = 2^^,F=''^' -' ^~^^+^ ^+^ 

Wie sich später zeigen wird, ist mit x, auch der Schwer- 
punktsabstand Xg der Kurve gefunden, so dafs auch die 
neue Mantelfläche bestimmt ist 

Fttr die Kettenlinie mit Parameter ME=^ 
erhält man der Reihe nach 
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X —X ^ y 

1*) y.=? s = «—«—= -T" —i— » 



X —X X —X 



2 



OC •— » X — « 

5*) J=27rJ/ = -f-(«^+«'*~+3)(e«"— ö"^) 

Rotiert schliefslich die symmetrische Fläche (Figur 87 
PfEDQ) um die Achse PQ, so entsteht ein Körper von 
■doppeltem Inhalte, 

Der Inhalt ist also gleich dem eines Hohl- 
Oylinders, der durch eine Drehung des Bechteks 
aus FB=T und PH=q um eine Achse entsteht, die 

von seinem Schwerpunkte die Entfernung "^— 

hat und zu einer der Beehteeksseiten parallel ist 

§ 125) Die Mantelfläche des symmetrischen 

X -• X 

Eatenoids y = — ^^— (mit Parameter Q-=i) in Kar- 
tesisohen EoordinAten. Ist in Figur 91 q = 1, q =y, ao 

isXEO==g = y — l,mAr = Vt\ — q*—}^y*—i. DarauB 
folgt r* — g* = 2{y — i), r* -\- g* = 2y (y — 1). EndHch 

folgt ''+^ = ^^y^=^+ (y- i) _ Vy^ Vffi -\-Vf=^i 
r-g yy*^i_Qf_i^ Yy_i Y^Yi-Vy-i 

=_i»5TI+i^yEI)* _Li^.-s— r 
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Dies ist einzasetzen in die in § 119 abgeleitete Mantel- 
gleichnng 

g\_^'' ^ 2gr ^r—^ 
Man erhält 

oder endlich 

1) M=27t[yV^^^^l-\-%(ff + }/Y^^l)\ 



X —X 



Will man mittels der Gleichung y = -— ~ oder 

X 

e =y+Vy* — i, oder a = lg (y -{-Vy* — i), oder Vy* — i 

X — OJ X — » 

= e — 1/ = e -~ — = — durch x ausdrücken, so 

erhält man 

E— as X -*-x 

+ e e — e . 
2 2— + 

oder 

[2x —2« 

f-=if — i_;B(=^[/*_r''+Ac]. 

4 

Die Länge der Eettenlinie ist dabei 

Z=2r=2Vy«— i =e—e , 
ihr Sehwerpunktsabstand von der X-Achse 

4[e—e ) 
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In entspreebender Weise erbSlt mao die Formeln fflf 
die Kcttenliiiie mit dem Parameter p, wobei g=y — ^, 
r ^ Vy* — p* in die nrsprUngliebe Formel einziisetsen aind. 

Man eriiUt 



1*) 
oder 



2*) M=. 
anfoerdem 



■•|^+l|-^f-'^+7]' 

,(j_eT)L d 



= fC'-«'),y.^ 



S) Die konforme Abbildung dea KatenoJd« auf Farsllel- 
rtreif und Ebene und die Oeometrie auf der Katenoidflftolie. 

§ 126) Eine wichtige Eigenschaft der Ketten- 
linie. In folgendem kommt eine Eigenschaft der Eetten- 
Hnie znr Anwendong, die deh elmnentar beweisen Mst. Han 
denke sich anf der Direktrix z. B. von M ans gleiche Teile 
MA^, AAi -^-^Bt -^-^4 ■■■=<! abgeschnitten, die sehr klein 
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sein sollen. Durch die entsprechenden Lote erhält man oben 
die kleinen Bogen-B^^JBj = 6^, B^B^ = 6^, B^B^ = h^ u. s. w., 
die mit den zagehörigen Horizontalen Winkel c^o^^i^^s' * *- 
bilden. Dabei ist nach den obigen Untersnchungen 

cosa„» = — , also z.B. 6mC0Sa,» = a und auch 6» cos a„=a, 

also &m COS ttm = &n COS &»• Demuach ist bei dieser Art der 
Einteilung 



(i.) 



^» _ COSOn^ _ \yn/ _ 3/m 
6n "~" COSa,n /_^\ y» 



d.h.: Folgen die Ordinaten der Kettenlinie in 
gleichen aber sehr kleinen Abständen auf- 
einander, so verhalten sich die abgeschnittenen 
Bogen wie die zugehörigen Ordinaten (von der 
Direktrix aus gemessen). 

§ 127) Kennt man also zwei benachbarte Ordinaten, 
z. B. y^ und y^ im Abstände a von einander, so kann man 
beliebig viele Punkte der Kettenlinie konstruieren. Zunächst 
ist das Trapez MA^B^B^^ also das zu y^ gehörige \=BqB^ 




bekannt. Man bestimme 6, mittels der Proportion y^ : y^ 
= b^ : Z>^, schlage um B^ mit \ einen Kreis, der, wenn 
y^^yo war, das im Abstände a = Aj^A^ errichtete Lot im 
oberen Punkte B^ schneidet, so dafs y^ = A^B^ bekannt 
ist. Man bestimme jetzt fe, mit Hilfe der Proportion 
y^ : y^ = 6j : b^ und finde ebenso, wie vorher y^ u. s. w. Alles 
läfst sich in einer Zeichnung vereinigen. Die oberen End- 
punkte der Lote liegen dann annähernd in einer Kettenlinie. 
Man hat damit eine brauchbare Annäherungskonstmktion 
gefunden. (Fig. 92.) 
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(Im AnschlnlÜB an Figur 98 erkennt man, dafs die 
Quadrate mit diesen Seiten b^y b^j b^y...^ längs einer Geraden 
aneinander gereiht mit derselben Annäherang ihre Eckpunkte 
in einer Hyperbel haben. Diese Zeichnung ist leicht aus- 
fiuführen, schwieriger aber die allgemeine Berechnung der 
Länge Mk für n = oo. Diese ist aber durch die Kettenlinie 
gegeben. Damit ist mit grofser Annäherung die Einteilung 
der zugehörigen Minimalschraubenfläche, also auch die des 
Eatenoids in kleine Quadrate ermöglicht, wie sich nun des 
weiteren zeigen wird.) 




Fig. 98. 



§ 128) Einteilung der Eatenoidfläche in kleine 
Quadrate. Man denke sich das Eatenoid durch Haupt- 
schnitte, die unter gleichen Winkeln ^ = — auf einander 



n 



folgen, in Meridianstreifen eingeteilt, wobei n sehr grofs sei. 
Der Striktionskreis wird dabei in Bogen von der Länge 

^0 = — eingeteilt, die man bei grofsem n als gerad- 
linig betrachten darf. Trägt man in Figur 91 auf 
dem Meridiane BqB^ den Bogen -^o^i =^o ^^9 ^^^ 
legt man durch B^ einen Normalschnitt zur Achse, der 
auf dieser ein Sttlek MA^ = a abschneidet, so hat man 
nur noch Nonnalschnitte , die unter den Abständen a 
auf einander folgen , durch die Achse zu legen , um 
die quadratische Einteilung mit beliebiger Genauigkeit 
zu erhalten. 



Die konforme Abbildang des Katenoids auf Pandlelstreif etc. ]^43; 

Dafs nämlich der erste Streifen (Zone) in kleine Quadrate 

von der Seite b^ = — — eingeteilt ist, ergiebt sich aus der 

Konstruktion. Nun ist |^ = ^ = , "" , da aber 6. = ^^^ 



n 



2 TT Vm 

ist, so ist auch b„^ = — ^-, d. h. 6« gleich dem n*«" Teile^ 

der durch den m^^ Normalschnitt entstandenen Kreislinie. 
Also ist jeder m^ Streif in „Quadrate^ eingeteilt. 

Für n = oo ist ifa^ = 0, also a== 6^jC0sa^ = 6^, so^ 
dafs man dann auch den Abstand der aufeinander folgenden 
Normalschnitte (auf der Achse gemessen) gleich b^ setzen^ 
darf. Also: Teilt man den Striktionskreis in sehr 

viele gleiche Teile — -y und legt man Normal- 

7» 

schnitte durch die Achse, die unter Abständen. 

— - auf einander folgen, so bilden die Schnitt- 
n 

linien mit den Grenzlinien von n gleichen Sektoreui 

die quadratische Einteilung der Fläche. 

§ 129) Winkeltreue (konforme) Abbildung der 
Katenoidfläche auf einem Parallelstreif der Ebene. 
Man denke sich die obige Quadrateinteilung des Katenoids 
BOj dafs auf jeder Zone n Quadrate liegen, und dafs es sich 
vom Striktionskreise aus auf jedem Meridianstreifen um m 
Quadrate handelt. Die an Qq liegenden Quadrate haben die 

Seite b^ = — ^. Fttr f^ soll jetzt aus typographischea 

n 

Gründen q geschrieben werden. 

In der Ebene denke man sich längs PQ ebenfalls n 
Quadrate von der Seite b^ angeordnet, längs PS aber m solche». 
Dann entsteht ein Rechteck PQES^ dessen Quadrate der 
bereits eingeteilten Katenoidfläche entsprechen. Damit ist 
auch die Abbildung der ganzen Katenoidfiädie auf deni 
unbegrenzten Parallelstreif als erledigt zu betrachten. 

Dabei finden folgende Mafsbeziehungen statt. 
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Schreibt man statt der obigen Bogenlänge r jetzt s, so 
hat man statt der obigen Gleichong r^Vy* — q* jetzt 



=Vy^-?' = 




Löst man die daraus folgende Gleichung 

230 X 

X 

nach e^ auf, so folgt 

oder 

1) a?=e^ ^ > 

Dieses ^ ist das zur rektifizierten Bogenlänge « 
(früher r) gehörige Stück der Achse des Eatenoids, also 

x = mbf. = m — -. Ebenso crofs ist aber die horizontale 
" n 

'Grundlinie des Bechtecks in der Abbildungsebene. Stellen 

wir in dieser die Koordinaten durch X und Y dar, so hat 

man zunächst die Beziehung 

1*) z = ,i,l+2^pil=. 

Bezeichnet man die rechtwinklig gegen einen ersten 
Meridian stehenden Bogenabstände auf dem Eatenoid als 
Ordinaten, so kann man diese z. B. als y«»^ messen, wo & 
den Winkel zwischen den entsprechenden Meridianschnitten 
bedeutet. Auf dem Striktionskreise handelt es sich um den 
Bogen Q ^, die gleich groüse Strecke Y in der Ebene ist 

2) Y = ^^. 
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Folglieh: In der Ebene nnd auf dem Eatenoid 
entsprechen einander die Kurven 

/(Z,Y) = Ö und f^^lgt±y^±^^ ^i^ ^ 0. 

Für den zum Katenoid gehörigen Ausdmck kann man 
einfacher schreiben f{xjQd)^=0^ wobei das x die auf der 
Achse abgemessene Koordinate bedeutet. Der kompliziertere 
Ausdruck wird jedoch im Hinblick auf die Minimalschranben- 
:fläche benutzt. Umgekehrt entsprechen einander die 
Kurven 



z I 




e ^ Y 

,— l = ö und/(«,^) = ^. 



2 > 



Damit ist die gesamte Geometrie des unbegrenzten 
Tarallelstreifs der Ebene auf das einfach bedeckte Katenoid, 
die der ganzen Ebene auf das unendlichfach überdeckte 
Katenoid übertragen. Insbesondere entspricht jeder qua- 
dratischen Einteilung der Ebene eine solche des Katenoids. 

Wählt man die einfacheren Beziehungen /(X, Y) = ö 

und /(o?, Q&) = 0, bezw. f(x^ ~) = ^ ™^ /(^' ^) = ^' ®^ 

&iden Unterschiede in der Schreibweise kaum noch statt 
Setzt man aber den Parameter q des Katenoids 
gleich der Einheit, so fallen auch diese Unter- 
schiede weg, und es entsprechen einander die 
Kurven 

f(X,Y) = 0,f{x,&) = 0. 

Folglich: Die analytische Geometrie der 
Ebene in Kartesischen Koordinaten und die 
dieses Katenoids in den Koordinaten x und d-, 
Ton denen die ersteren der Achse parallel sind, 
die anderen die Drehung um die Achse be- 
deuten, sind identisch. 

Das Katenoid ist demnach sogar leichter zu behandeln, 
als die Kugel und ebenso leicht wie der Kreiscylinder. 

Holsmftller, Storaometri« m. 10 
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d) Beispiele konformer Übertragnng für das Kstenoid mit^ 
Parameter ^ = 1 und die Eigenschaften seiner Loxodromen^ 

§ 130) Unter p soll ein Kurvenparameter verstanden 
werden, der, wenn quadratische Einteilungen erzielt werden 
sollen, Werte anzanehmen hat, die. in arithmetischer Keihe 
aufeinander folgen. In der Regel soll es sich um die Reihe- 

j? = ö, + c, + 2 c, + 5c, + 4c, . . . 

handeln. Dabei soll c klein sein, damit man auf den 
krummen Flächen von „Quadraten'^ reden kann. 

In der Ebene geben die Geradenscharen 

^ = p = ö, c, 2 c, 5 c, . . . 
Y = p = 0,Cj2cj3cy. .. 

eine Einteilung in kleine Quadrate. 

Folglich, auf dem Eatenoid geben die Parallelkreis& 
und Meridiane, die durch 

x = p und d' = p 

bestimmt sind, eine Einteilung in kleine „Quadrate". 

Auch die beiden Diagonalenscharen dieser Quadrate- 
in der Ebene geben kleine Quadrate. Ihre Gleichungen 
sind 

X^Y=p, X — Y=p. 

Auf dem Katenoid entsprechen ihnen die Loxodromen 
zu 45^, die durch die Gleichungen 

j?-j-^ = p, X — 3" = p 

bestimmt sind. Sie lassen sich elementar konstruieren,, 
ebenso die quadratische Einteilung. 

§ 131) In der Ebene geben die orthogonalen Geraden- 
scharen *) 

X'-|- Ytan a = p, X — YQoia=p^ 



*) Noch besser wählt man für die Parallelscharen die 
Gleichungen 

X-ssOBCOSa — ysinaasO, dbc, ±2Cy,*.=p 
y— sacsina + ycosasssO, ±c, ±2c. ...=|). 
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die also unter a bezw. unter a -\- 90^ gegen die positive 
Richtung der X-Achse geneigt sind, eine Einteilung in kleine 
Quadrate. Folglich : 

Auf dem Eatenoid geben die orthogonalen Loxodromen- 
scharen 

die sich elementar konstruieren lassen, eine quadratische 
Einteilung. 

§ 132) In der Ebene geben die konzentrischen Kreise 
und das zugehörige Badienbttschel 

ö =p = ö, + c, + 2<j, + 5c, . . . 

eine quadratische Einteilung. (Vergl. Bd. I § 314.) Da- 
bei ist 

i2 = VX«+yStanö=^, 
so dafs man hat 

-|-> (Z» + F«) = p, arctan I = p. 

Urnen entsprechen auf dem Eatenoid die loxodromi- 
schen Ereise^) und das orthogonale Loxodromen- 
btlschel 

y'^(«* + *^=J>, arctan^ = p. 

Diese sind ebenfalls elementar zu konstruieren. Für 
die Eonstruktion der kleinen Quadrate, die mit beliebiger 
Genauigkeit auszuführen ist, wie in der Ebene, yergleiche 
man das in Bd. I § 314 (besagte. 



*) Solche Kreise sind für gekrümmte Elftchen im allgemeinen 
andere, als die geodätischen Kreise, denn die Loxodromen sind 
im allgemeinen keine geodätischen Linien, wie man schon an der ab- 
wickelbaren Kegelfläche sieht, deren geodätische Linien in der Ab- 
wickelung Gerade geben, während die Loxodromen logarithmisohe 
Spiralen werden. 

10' 
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§ 133) Die orfliogonalen logariflunischen Spiralen, die 
jene Ereisseluur der Ebene unter dai Winkeln a und 90^ — a 
dnrehsetz^i, haben die Gleiehnngen"^ 

IgR — ßeoia = pj fyÄ-|- ötana=^. 

Sie geben eine qoadratisclie Einteilung der Ebene. 
Ihnen entsprechen auf dem Eatenoid die ebenso leicht zu 
zeichnenden ,,logariflunischen Spiralen" 

i • -9" 

— - ^ («• -f~ ^*) — aretan — cota = p, 

1 • •&" 

-5- ^ (** + **) + arctan — tan a = p. 

Für a^45^ ist tana = iy c-ota = — i einzusetzen. 

§ 134) Der Bfischelpunkt der Geraden der Ebene, 
d. h. der Mittelpunkt der konzentrischen Kreise kann an 
beliebiger Stelle X^ = a, y= 6 liegen, so dafe die 
Gleichungen für Kreisschar und Radienbfischel übergehen in 

L'lg[{X-a)*-\-{Y-b)^=p, areton^^A^p, 

f ttr die Spiralen also in 

i- ^ [(X - ay + ( Y- 6)»] - arctan ^=Acoto= p, 

^Äy[(X-a)» + (Y-6)«] + arctan^^tana=p. 

Die entsprechenden Kurrengleichungen f ttr die Katenoid- 
fläche erhält man durch Einsetzung yon x und 3- f ttr X und 
Y in diese Gleichungen. 

§ 135) Das Kreisbttschel durch zwei beliebige Punkte 
der Ebene mit den Koordinaten a^, b^ bezw. Og, \ und die 
dazu orthogonale Kreisschar haben die Gleichungen 

^1 — ^, =p, lgli^—lglt^=p oder lg^=p. 



*) Noch günstiger sind die Qleichungen 

COBalgB—0mJia=p 
mnalg B"\-0COBas=p, 
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Auf dem Eatenoid entsprechen ihnen die Kurven 

arc tan aretan — = p 

2^ {x-a^YJ^{^-\Y -P' 

§ 136) Die isogonalen Trajektorien, die jenes Kreis- 
büschel bezw. die Kreisschar unter Winkehi a und 90^ — a 
durchsetzen, haben die Gleichung 

^^ — («1 — «j)eota = p, lg^-\-{e^ — e^)\»Sia=p. 

Sie heifsen auch Bieirkularspiralen. Ihnen entsprechen auf 
dem Katenoid die Kurvenscharen 

[» — L » — Kl 
arc tan aretan 1 cot a = p 
X — ttj X — a^ J 

2 ^ ix-a,y-{-{&-b,r 

+ 1 arc tan ^ — aretan ^ 1 tan a=p. 

L X — ttj X — ajj 

§ 137) Fallen a und b unendlich nahe an den Null- 
punkt, so handelt es sich um die Gleichungen 



welche Kreisscharen darstellen, die durch den Nullpunkt 
gehen, wobei die eine Schar die Y-Achse, die andere die 
X-Achse zur gemeinschaftlichen Tangente hat 

Die isogonalen Trajektorien haben nach Analogie der 
Geraden x-\-t/ tan a = Cj x — y cot a = c die Gleichungen 

X , Y ^ X Y ■ 

X«-f Y«'^X«-f Y« ^^^' X«4- Y» "~ X*4- Y^ ^^ ^^^ 

und diese stellen wiederum orthogonale Kreissoharen dar. 
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§ 138) Das Bttschel gleichseitiger Hyperbeln durch 
zwei Pnnkte und die orthogonale Lemniskatenschar sind 
gegeben durch die Gleichungen 

6 6 6 

ihre isogonalen Trajektorien durch 

*/(7(Ä,i2,) — (ö,4-ö,)cota=p, 

/(7(iü,Ä,) + (ö, + Ö3)tana = p. 

Bei der einen Schreibweise ilg R^ — lg R^ statt Ig-^) 

handelt es sich nnr um Vorzeichenänderungen, die fttr das 
Eatenoid den Fall des § 138 in den von § 137 um- 
wandeln. 

Absichtlich worden hier nur die einfachsten Fälle be- 
handelt, die elementar erledigt werden können und fttr die 
Lehre von den stationären Strömungen von Interesse sind. 

§ 139) Aber eine die Anschauung störende Schwierig- 
keit liegt hier vor. Die fttr die X Y-Ebene aufgestellten 
Kurven nämlich gehen durch zahlreiche Parallelstreifen der 
Gesamtebene. Denkt man sich das Katenoid mit unendlich 
vielen Flächen bedeckt, so entspricht allerdings jede einem 
der Streifen. Damit also Eindeutigkeit herrsche, ist es 
vorzuziehen, einen solchen auf die Gesamfebene 
abzubilden. Dies ist schon gelegentlich der Merkator- 
karte und der Polarkarten in Band II geschehen, wo auf 
Seite 386 und 387 die Beziehungen tabeUarisch zusammen- 
gestellt sind. (Nur wurde dort der Parallelstreif aus 
Grttnden der Kartographie senkrecht gestellt, während er 
hier horizontal liegt, man hat also X und Y zu vertauschen. 
Die neue Ebene soll die Koordinaten ^ und n bezw. r und 
^ haben. Dann hat man zu setzen 

e = r = /g«+ij^ also X = lgr=^lgW+^, 

ecos^ = §, Y=\p, e sin^ = ij. 

Jetzt ergiebt sich fttr die drei Flächen folgende Tabelle von 
Beziehungen: 
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Stellt man jetzt die Gleichungen der obigen iso* 
thermischen Probleme (§ 131 bis 138) in den Eoordinatea 
^, Tj, r und xp geschrieben zusammen, so hat man nur § 

durch e cos^, tj durch e sin^, r durch e , xff durch & zu 
ersetzen, um die Übertragung auf die Eatenoidfläche zu. 
besorgen. So heifst es z. B. : 

1) In der Ebene geben die Greradenscharen ^ = p und 
i^=p eine Einteilung in kleine Quadrate, folglich thun dies 

X X 

auf dem Katenoid die Kurven e cos ^ = p, « sin ^ = p. 

2) In der Ebene geben die Geradenscharen xp = b und 
die Kreise lgr=p eine quadratische Einteilung, auf dem 
Katenoid thun dies die Kurven a? = jp und d-=p. 

3) In der Ebene geben die logarithmischen Spiralen 

Igr — i/;cota = pund lgr^xpia,na = pGme quadratische 
Einteilung, auf dem Elatenoid die Loxodromen x — ^cota=p 
und Ä-|-^tana=p. 

Es bleibe dem Leser überlassen, alle diese Beziehungen 
in der neuen Form niederzuschreiben. Man erhält dann die 
Lösung einer Reihe von Problemen für stationäre elektrische 
Strömungen auf der einfach bedeckten Katenoidfläche. Bei 
diesen ist die Voraussetzung zu machen, dafs elektrische 
Beeinflussungen nur in der Fläche vor sich gehen, nicht 
aber durch den Raum hindurch von Flächenteilchen auf 
Flächenteilchen. Die eine Kurvenschar bedeutet dann die 
Stromlinien, die andere die Linien konstanten Potentials. 

§ 140) Die überraschende Einfachheit der Beziehungen 
zwischen dem Parallelstreif und der Katenoidfläche läfst sich 
stereometrisch folgendermalsen deuten: 

In das Katenoid läfst sich ein einbeschriebener 
Kreiscylinder stellen, der den kleinsten Kreis der 
ersteren enthält. Von jedem Punkte der Katenoid- 
fläche läfst sich ein Lot auf die Achse fällen^ 
welches die Gylinderfläche in dem dem ersteren 
zugeordneten Punkte schneidet. Durch diese Zu- 
ordnung erhält man die konforme Abbildung des 
Katenoids auf die Cylinderfläche. 
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Die Abbildnngsaufgabe ist also dnrch eine Art 
von Projektion bequem zu erledigen. Die Geometrie 
der Lage läfst sich mit Hilfe der logarithmischen Abbildung 
bequem von der Gesamtebene auf den Mercatorstreif und 
den Cylinder, durch obiges auf das Eatenoid übertragen 
Dazu sollen unten Beispiele gegeben werden. Etwas un- 
bequemer ist es mit den Mafsbeziehungen. 

§ 141) Das Vergröfserungsverhältnis zwischen 
Katenoid und Cylinder (bezw. Parallelstreif ist 
nach obigem fttr jede Stelle durch den Ausdruck 

o I ß 

—^ gegeben, und zwar fttr sämtliche Richtangen 

innerhalb dieses kleinen Bereiches. Jeder beliebig 
gerichteten kleinen Strecke "s entspricht eine kleinere 'S auf 



— X 



dem Cylinder derartig, dafs i = ""^ S ist. Der Winkel 

zwischen i und der dortigen Eettenlinie ist derselbe, 

wie der zwischen S und den dortigen Cylinder-Geraden. 
Die entsprechende Strecke a der ganzen Ebene bestimmt 
sich nach den Untersuchungen über die Mercatorkante so, 

dafs S = — ist, denn auf dem Einheitskreise stimmen die 
r 

Dimensionen der Quadrate ttberein, in der Ekitfemung r sind 

sie auf der Ebene r-mal so grofs, als auf dem Streifen. 

Demnach ist 

i 

X —X X —X M I 

. e-\-e -ö e-j-e a ^^r a r*-[-i_ 

*~ 2 ~ 2 r~ 2 *r~ 2 ^* 

Nur fttr r = i oder x=0 stünmen i und a ttberein. 

Damit ist auch das Vergröfserungsverhält- 
nis zwischen Eatenoid und Gesamtebene fttr 
jede Stelle bestimmt. 

§ 142) Bei der Bestimmung der Länge gröfserer Eurven- 
strecken sind im allgemeinen höhere Rechnungen erforderlich, 
auch bei geodätischen Untersuchungen. Die Länge der 
Loxodromen des Eatenoids aber läfst sich 
elementar bestimmen. Sämtliche Eettenlinien auf der 
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Fläche sind nämlieh kongroent Durchschneidet nmi die 
Loxodrome das ganze System unter dem Winkel a, so ist 
jedes kleine St&ck s der KettenUnie das cos a-£siehe vom 
entsprechenden Stttck der geschnittenen Loxodrome. Dieses 
Yerbältiiis gut fttr alle Dorchschnittsstellen. Demnach ist 

die Länge l der Loxodrome das fache von der ent- 

^ cosa 

sprechenden Länge der Eettenlinie. Die letztere hat aber 

von hiB X gerechnet die Länge 



8 



= Vf/^-i = 




also ist die entsprechende Loxodromenlänge 
zwischen und a gegeben durch 



X — X 

e — e 



1) z-_l_>^7iZ7= 

^ cosa ^ 2 cosa 

Ist l^ die Länge zwischen den anf der Achse gemessenen 
Koordinaten nnd x^^ l^ die entsprechende zwischen und 
x^j so folgt als Länge der Loxodrome zwischen 
den Koordinaten x^ und x^ 

2) i=i,-i, = ^[V^=rT_V^T] 



1 F T— g 

>sa L ^ 



e — e 



cos 

Damit sind die MaCsbeziehungen für jede Loxodrome 
in Ordnung gebracht. 

§ 143) Sollen auf einer Katenoidloxodrome gleiche 
Längen l abgetragen werden und zwar von der Stelle 
x=0 aus, so folgen die entsprechenden Achsenabstände 
folgendermaben aufeinander: 



X — X 

2x 



Aus 1 = -^ folgt e — 2lcoBa e = 1. 

2 cos a ° ' 

also e = 1 cos a -|- V {l cos a)* -|- i und 

a= lg [l cos a -}- V (' cos a)* -|- i J. 
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Die Reihenfolge der (auf der Achse liegenden) Koordinaten, 
die den Teilpnnkten entsprechen, wird demnach 

Xq = 0y «1 = lg [l cos a -j- V(/cosa)*-}- i] , 
x^ = ^Ig [2 Z cos a -f /(2Zcosa)* + i] , 

a?g = lg\ßl cos a -\- V(3 / cos a)* -f" ^ ] > 

§ 144) Aus 1 ergiebt sich noch die Lösbarkeit folgender 
Aufgabe. 

Man denke sich vom Nullpunkte aus auf 
dem Eatenoid ein Büschel von Loxodromen 
derselben Länge l = c gezeichnet. Welche 
Kurve entspricht der durch die Endpunkte 
dargestellten Kurven im Parallelstreif bezw. 
auf der ganzen Ebene? 

Auflösung. An Stelle von a hat man jetzt einen 
veränderlichen Winkel q) zu setzen, der infolge der Iso- 
gonalität den Winkel 9 des Polarkoordinatensystems des 
Parallelstreifens entspricht. Die Gleichung 



l = c oder 



X — X 

e — e 



2 cos 9) 
geht für den Parallelstreif ttber in 



X — X 

e — e 



2G0se 
in der ganzen Ebene in 



<^, 



1 

r 

r 



Igr 



V^^ + Qgry 

oder 



2r Igr 
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Y tlß 

Aus X=:lgrj Y= xfj folgt nämlich 6 = arctan r^ = arctan^^, 

also tan S = JfL , demnach cos 8 = . 

Dafs diese Eorve kein loxodromischer Kreis im oben 
gebrauchten Sinne ist, geht aus den Formeln heryor. Die 
entsprechende Untersuchung für ein Loxodromenbttschel, 
welches von einem beliebigen Punkte der Fläche 
ausgeht, kann dem Leser überlassen bleiben. 

e) Beispiele konformer Übertragung für das Katenoid mit 
Parameter 1 und die Eigenschaften seiner Loxodromen 

und anderer Kurvensoharen. 

§ 145) Einige Eigenschaften der Loxodromen 
und der loxodromischen Kreise des Katenoids gehen 
aus dessen Beziehung zum einbeschriebenen Cjlinder und 
aus den Formeln für den Parallelstreif hervor. 

Jede Loxodrome macht unendlich viele Win- 
dungen um das Katenoid. Jede dieser Windungen 

nimmt dieselbe „Ganghöhe" a! = - in Anspruch. 

Geht man vom Nullpunkt aus, so ist die Länge des 
ersten Umgangs 

X — X 2>roota —irtwia 

j e — e e — e 

^ 2 cos a 2 cos a 

Die beiden ersten Umgänge haben zusammen die Länge 

j e — e e — e 

^ 2 cos a 2 cos a 

die n ersten haben 

2nx —2nx 2nytcoia — 2Ma;oota 

e — e e — e 



ln= — 

2 COS a 2 cos a 



§ 146) Keine Loxodrome schneidet sich selbst 
„Parallele Loxodromen" schneiden einander nicht. 
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Der anf der Höhe zn messende Abstand der Loxo- 
diomen bleibt konstant, ebenso der Drehnngs- 
winkel *, dnrcli den jede in die Lage der parallelen 
Loxodrome gedreht weiden kann. 

Gehen von einem Punkte 
A^ des Parallelstreifs zwei 
Gerade Ä^, K^ und A^ X^ 

von den Neigungen a^ nnd < 

a, aas, so decken sich ihre 
Bilder anf dem Eatenoid 
mit denen der Geraden 
A^K^ ond Aj^Lj, die von 
dem um 2n hßher ge- 
legenen Punkte A^ aus- 
gehen, ebenso mit dem 
der enteprecbenden von A, 
A^... ausgehenden. A^ L^ 
und -^i^i schneiden ein- 
ander in B. Dabei ist 
A„B:A^A^ = 

sin ySj, : sin (a^ — a^) = 
sin (90« — a^) : sin (a, — aj 

der horizontale Abstand A^C also gleich 

. _ „ cos ö„ 2jc 008 a„ COB a, 

AaBeosa, =2n-r~, — rcosa, =: -. '-; » 

" '■ 8m(a, — oj ' sina^cosog — cosor^sinog 

oder 

. „ 2jtC0Ba„C0Ba, 27t 
.4.0=3!, = ; — - — s- — — i- = 

" ' sm (a^ — Oj) tan «j — tan a^ 

Folglich: Gehen von einem Punkte derEatenoid- 

fläche zwei Loxodromen von den Steigungswinkeln 

Og und a, ans, so schneiden sie sieh unendlich oft 

und zwar folgen die Schnittpunkte in gleichen 

? — 

H&henabständen x, =- 

' tan er, 

Der loxodromisohe Kreis kann definiert werden als die 
Kurve, die das Loxodromeobttschel orthogonal schneidet. 
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Er hat die Eigenschaft, dafs die loxodromischen Peripherie- 
winkel über derselben loxodromischen Sehne einander 
gleich sind. Der Bttschelpnnkt soll als der Mittelpunkt 
des loxodromischen Kreises bezeichnet werden. Jetzt gilt 
der Satz: 

Die Winkelhalbierenden Loxodromen desLoxo- 
dromendreiecks schneiden einander in einem 
Punkte, dem Mittelpunkte des einbeschriebenen 
loxodromischen Kreises. Die Loxodromen, die 
einen Winkel und zwei Aufsenwinkel des Dreiecks 
halbieren, schneiden einander im Mittelpunkte 
eines äufseren loxodromischen Bertthrungskreises. 

§ 147) Versteht man unter axialer Halbierung 
eines Loxodromenstttcks des Katenoids nicht die gewöhn- 
liche Halbierung, sondern eine derartige Teilung, dafs die 
Projektion des Teilpunktes auf die Achse das entsprechende 
Achsenstttck halbiert, so folgt der Satz: 

Die in den axialenHalbierungspunkten der 
Seiten eines loxodromischen Dreiecks errich- 
teten loxodromischen Lote schneiden einander 
in einem Punkte, dem Mittelpunkte des ein- 
beschriebenen loxodromischen Kreises. 

Wie von axialer Halbierung eines Loxodromenbogens, 
kann man auch von axialer Teilung im Verhältnis 
i:n reden. 

§ 148) Die „loxodromischen Mittellinien", die durch die 
axialen Halbierungspunkte der Seiten des loxodromischen 
Dreiecks gehen, schneiden einander in einem Punkte und 
haben das „axiale Teilungsverhältnis" i : 2. Auch die loxo- 
dromischen Höhen jedes solchen Dreiecks schneiden ein- 
ander in einem Punkte. Ebenso ist das Analogon des 
Feuerbachschen Kreises leicht auszusprechen. 

§ 149) Vier Punkte einer Loxodrome des Katenoids 
sollen harmonische heifsen, wenn die auf die Achse 
projizierten Punkte harmonische sind. Vier loxodromische 
Strahlen sollen harmonische heifsen, wenn sie von einem 
Punkte aus durch harmonische Punkte einer Loxodrome 
gelegt sind. Für die Achsenpunkte sei die Reihenfolge 
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AnBr> A . . ÄC AD . AC AD 
ACBD, dann ist -g^ = ^^ oder -^-.-^=-1. 

Für die Schnittwinkel ist ebenso 

sin (ac) sin {ad) 



sin (6 c) sin {bd) 



= —1. 



Auch diese Gleichongen können zor Definition der harmo- 
nischen Punkte und Strahlen benutzt werden. Bei dem 
Schneiden einer Loxodrome durch das Strahlenbllschel wieder- 
holen sich allerdings die Gruppen von je vier Punkten un- 
endlich oft, es soll aber hier nur von einer Gruppe gesprochen 
werden. 

Alle Sätze der Geometrie der Lage tlber 
harmonische Punkte und Strahlen bleiben für 
die harmonischen Punkte der Loxodromen und 
über harmonische Loxodromen des Katenoids 
erhalten. 

Also : Halbierung der beiden Schnittwinkel zweier Loxo- 
dromen durch zwei andere Loxodromen giebt harmonische 
Loxodromen. Jede Loxodrome wird durch harmonische Loxo- 
dromen in harmonischen Punkten geschnitten. Jedes durch 
harmonische Punkte gehendes Loxodromenbüschel ist ein 
harmonisches (vergl. die eine der obigen Definitionen, die 
jedoch nicht an die Spitze gestellt zu werden braucht). 

Die drei loxodromischen Diagonalen des voll- 
ständigen loxodromischen Vierseits teilen einander 
harmonisch. 

§ 150) Der loxodromische Kreis des Katenoids 
hat dieselben harmonischen Eigenschaften, wie der 
Kreis der Ebene; folglich lassen sich die Sätze über Pol 
und Polare am Kreise, über Ähnlichkeitspunkte, die Sätze 
von Pascal und Brianchon über den Ejreis auf den loxo- 
dromischen Kreis dieser Fläche übertragen. Der isothermischen 
Spiegelung gegen den Kreis der Ebene entspricht die iso- 
thermische Spiegelung gegen den loxodromischen Ejreis auf 

i 
dem Katenoid. (Um die Mafsrelation i2 = — , also die 

Methode der reeiproken Radien zu vermeiden, kann maa 
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\ 
\ 



Fig. 96. 



einen fiadius nnd einen Orthogonalkreis benatzen. Soll z. B. 
der Punkt A gegen den Kreis M gespiegelt werden, so ziehe 
man AM nnd lege durch A einen Orthogonalkreis /u zum 
gegebenen Kreise. A^ ist der gesuchte Punkt.) 

Die harmonischen 
Eigenschaften von 
zwei orthogonalen 
Elreisen, überhaupt 

die Haupteigen- 
schaften des Kreis- 
bttschels und der 
Kreisschar, auch die 
Steinerschen Sätze 
über Reihen von 
Berührungskreisen 
zwischen excentri- 
schen Kreisen blei- 
ben erhalten 
(Schliefsungssätze). 
Die Lösungen der Apollonischen Berührungsprobleme, der 
Malfattischen Aufgabe, u. s. w. sind denen der Ebene 
analog. 

§ 151) Die Definition des Doppelverhältnisses 
für vier Punkte ACBD einer Geraden durch den Ausdruck 
AC AD 
~Tir • «75 ^^ ^ ^* ^^^^ ^^ ^^^ Punkte einer Loxodrome, 

nur sind dabei die entsprechenden Achsenpunkte zu benutzen. 
Die Definition des Doppelverhältnisses für vier 

Strahlen a,c, ft.d durch den Ausdruck . ^, ^ ; . ^- l^ =k 
' ' sm(6c) sm(6d) 

gilt ohne weiteres für vier loxodromische Strahlen des 

Katenoids. Spricht man von loxodromischer Projektion auf 

der Katenoidfläche in demselben Sinne, wie von Projektion 

in der Ebene mittels eines Strahlenbüschels oder einer 

Parallelschar von Geraden, so bleiben alle Sätze über 

Erhaltung der Doppelverhältnisse bestehen. 

§ 152) Damit sind aber die projektiven Punktreihen 
auf den Loxodromen des Katenoids und die projektiven 
Loxodromenbüschel definiert, folglich gelten die entsprechenden 
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Sätze der Geometrie der Lage aach hier, insbesondere die 
folgenden : 

Die Dnrehschnittspunkte entsprechender Loxo- 
dromen projektiver Loxodromenbttsehel liegen anf 
*einer Kurve, von der der Pascalsche Satz gilt. 

Die verbindenden Loxodromen entsprechender 
Punkte projektiver Pnnktreihen auf zwei Loxo- 
dromen umhüllen eine Kurve, von der der Satz 
Ton Brianchon gilt. 

§ 153) Einige weitere Bemerkungen über 
konforme Übertragungen. 

a) Durch die konforme Abbildung des Parallelstreifs 
auf das ganze Katenoid hat man zugleich die Merkatorkante 
auf diese Fläche übertragen. Die Merkatorkante ist nach 
Bd. n § 524 bezw. I § 326/27 durch logarithmische Ab- 
bildung auf die Polarkarte, durch reciproke Radien auf 
die östliche (oder westliche) Halbkugel und ihre Erweiterung 
für die ganze Ebene, auf die Karte der gröfsten oder 
kleinsten Wassermasse und ihre Erweiterung auf die ganze 
Ebene (alles nach Hipparch), auf den kugelförmigen Olobus 
mit seinen Meridianen und Parallelstreifen, auf die Kugel 
mit beliebigem KreisbtLschel und orthogonaler Kreisschar 
übertragen (stereographische Projektionen). Alle diese geo- 
graphischen Einteilungen sind damit konform mit der 
Katenoidfläche in Beziehung gesetzt. 

b) Jedes Rechteck des Parallelstreifens der Ebene läfst 
sich nach Bd. I § 357 elementar auf eine gewisse Drehungs- 
eyklide konform abbilden. Dasselbe gUt also von jedem 
„Rechteck'* des Katenoids, welches von zwei Parallelbreisen 
•desselben und von zwei Meridianen, oder auch von zwei 
Paaren paralleler Loxodromen begrenzt wird. 

c) Jeder Sektor der Ebene mit dem Gentriwinkel — 

läfst sich durch die Transformation Ä = r" , ^ = nqp auf die 
ganze Ebene übertragen. Da sich jeder Sektor zu einem 
Kegel umbiegen läfst, so läfst sich die Kegelfläche konform 
auf die ganze Ebene, den Parallelstreif und die Katenoid- 
fläche übertragen. 

HoUmflller, Stereometrie HL 11 
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d) Da flieh das ELatenoid zur Mmimalschraubenfläche 
nmbiegen läfst, ist auch diese auf alle genannten Flächen 
konform za ttbertragen. Darttber soll der folgende Abschnitt 
besonders handeln. 

e) Schneidet man das Eatenoid längs eines Meridianes 
anfy so lätst es sich zn einer mehrfach überdeckten oder zu 
einer nur teilweise bedeckten Drehungsfläche nmbiegen. 
Diese hat aber wieder den Charakter einer Minimalfläche. 
Die Kettenlinien werden also zu Eettenlinien mit anderem 
Parameter. Alle Katenoide verschiedenen Parameters sind 
demnach leicht auf einander abzubilden. Man braucht nur 
zwei beliebige Parallelkreise beider in gleichviele gleiche 
Teile zu teilen und die entsprechenden Quadrate zu zeichnen 
und das ganze Netz fttr jede der beiden Oberflächen zn 
bilden. 

f) Bisher sind mit eiaander folgende Flächen in Be- 
ziehung gesetzt : Ganze Ebene, Parallelstreif, Sektor (Recht- 
eck), Cylinder, Kegel, Kugel (Drehungscyklide), Katenoid, 
Schiaubenfläche, und zwar können die einzelnen Drehungs- 
flächen in verschiedene Anzahlen von Sektoren zerlegt 
sein. Die Geometrie jeder dieser Flächen ist konform auf die 
andere ttbertragen. Aber nur auf dem Kegel, dem Cylinder 
und der Kugel sind die geodätischen Linien bekannt ge- 
worden, bei den beiden ersten sind es die Kurven, die 
bei Abwickelung der Fläche auf die Ebene gerade Linien 
werden. Bei der Kugel sind es die gröfsten &eise. Fttr 
die anderen Flächen ist also die Geometrie des Maises nur 
unvollkonunen übertragbar, während die der Lage voll- 
kommen ttbertragbar ist. 

Rechteck und Drehungcyklide sind eingeklammert 
worden, weil ihre Abbildung auf die Gesamtebene mit den 
elliptischen Funktionen zusammenhängt, während die gegen- 
seitige Uebertragung keine Schwierigkeiten macht Neben 
der Drehungscyklide können auch die in Band I behandelten 
Flächen, die durch Abbildung durch reciproke Radien aus 
ihr entstehen, also die allgemeinen Dupinschen Cykliden^ 
herangezogen werden. 
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^ QuadratiBohe Binteilang der Minimal-SohraabeiLaBahe 

and ihre konforme Abblldang auf die Ebene und auf 

andere Flftohen. 

§ 154) Man denke sieh die Ganghöhe h in sehr viele 
kleine Teiloheo — zerlegt Dann hat man anf jeder dnreh 

einen Teilpunkt gehenden Geraden Bf,B^ = — zn setzen, 

um die erste Reihe von Quadraten zn erhalten. Die durch 
die Bj^ gehende Sehranbenlinie hat anf jedem Sektor eine 

Länge ß^C^ = — y A' -j- (ßTib)'. Diese nehme man für die 

folgende Qnadratreihe als Seite, so dafs B^B^=: B^C wird. 
Dies giebt die folgende 

Schraubenlinie, und so ^ B, B, S, .4 

£ihre man foA Die ' ' ' 

Berechnung ist un- 
bequemer als die Kon- 
struktion. Man be- 
nutze, um die Länge 
B^B^^r zu berech- 
nen , das Eatenoid, 
welches sich ans dem 
Umgang der Schrau- 
benfläche abwickeln 
lälsL Für diesen Um- 
gang ist hier 

woraus folgt 



1) 



'F 



\27tJ \2it/ 



§ 155) Verbiegt man den Umgang zum Katenoid, so 
bedeutet r die Länge der Kettenlinie, -z — ^ ^ die Ordinate 

der Kettenlinie, — — die kleinste der Ordinaten y. Fnr die 
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Kettenlinie war aber r^=y' — q*. Dies stimmt mit Gleichung 1) 
ttberein. Führt man also die Abseisse x der Eettenlinie ein, 
so hat man 

X X ^ 9 ^ X ^v^ 



r*. 



,._,.=,.(.£±£l)_...,.(.i!^) 



also ist die Länge der Kettenlinie 



2) r = e 



e^—e ^ 



§ 156) Daraus folgt für Katenoid and Schranbenfläche 
zogleich, da ^ = -;r — ist, 



27t 

' 2 



.'+v^m:s 



Z). = Qlg -^ ^^ =—lg 

h ; 2nr-\-y4jt*r*-{-h* 
= -2^ ^9 A^ • 

Für das Katenoid bedentete x den der Länge r der 
Kettenlinie entsprechenden Abstand von der Ebene x^=0, 
der also auf der Achse x als Koordinate zu messen war. 
Für die Schranbenfläche ist x zunächst ohne sichtbare Be- 
deutung. Es ist eine veränderliche Gröfse, die aus r leicht 
zu berechnen ist. Führt man den yeränderlichen Steigungs- 
winkel a der Schraubenlinien ein, so hat man -r — = tana. 

27C 

Dann ist 



^.'+y-+(-^) 



,- -, .-,.., h e, i + Vi + tan*j 

X = Ca = = la = 

27t ^ / A \ 27t ^ tana 

\27tr) 
27t ^Vtana^'^ tan«a^ / 27t ^Lsina^sinaT 
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oder endlich 

Ä e, i-X-cosa h «, l/ i+cosa 

4) Ä = — — lg -, = -r — lg y —— ^ 

27t ^ sina 271^^1 — cos er 



h €. 1 -X- cos o 

= Ig ! 

47t ^ 1 — cos a 



Daraus folgt 



"TT" j 
e — 1 



5) cos (7+ _^ 

§ 157) Setzte man im Parallelstreif der X Y Ebene 



und Y=Q^^ so hatte man die konforme Abbildung des 
Katenoids auf diesen Streifen durchgeführt. Hier hat 
man nur 



^ he, 27tr4-V47t^r^--\-h^ Ä «, i + cos (7 

X = — — lg ! ! = — — lg — — J 

27t ^ h 4:7t ^ 1 — cosa 

zu setzen, aufserdem Y=z (wo z:=qd' = — — ^ ist und 

27t 

beim Eatenoid den Bogen des kleinsten Kreises, der aus der 
Schraubenachse entstanden war, also den Abstand auf der 
letzteren vom gewählten Nullpunkte bedeutet), um die Ab- 
bildung des Parallelstreifens auf den einen Umgang der 
Schraubenfläche, also die der gesamten Ebene auf die ge- 
samte Schraubenfläche zu erhalten. 

Da auch bei der Schraubenlinie z:h = d-: 27t ist, so 
hat bei der gewählten Abbildung ^ die Bedeutung des 
Winkels, unter dem die zu z gehörige Gerade die dem Null- 
punkte zugehörige Gerade kreuzt, so hat ^ auch für die 
Schraubenlinie die Bedeutung einer Koordinate. 
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§ 159) Auf diese Weise kann man noch eine ganze Beih& 
anderer Beziehnngen anfistellen. Ftthrt man aber für die 
Sohranbenfläehe einen Parameter 

Ä •, 27tr'\-y4n^r*4-h^ h #, i + cosa 

X = -— lg ! ! = -— lg — -? 

ein, so entsprechen einander einfacher die Kurven 

f{X,Y) = 0,f{x,z) = 0, 

Eine andere Art von Yereinfachnng tritt ein, wenn maik 

A 
die Einheit gleich ^— wählt Dann entsprechen einander z. B^ 

n. s.w. 

§ 160) Damit ist die gesamte Oeometrie der ganzen 
XY Ebene ant die Minimalschranbenfläehe konform nnd 
eindeutig übertragen. 

Was den Gleradenscharen X-|-Y=l>, ^ — Y=p der 
Ebene entspricht, was den Geradenscharen X -{- Ytan a = p^ 
X — Ycota = p entspricht, läfst sich ohne weiteres hin- 
schreiben. Das eine Mal handelt es sich nm die Kurven, 
welche die Geraden und Schraubenlinien der Schranbenflächen 
anter + 45 ® durchsetzen, das andere Mal um die (geraden, 
welche sie unter a und 90 ^-(-a durchsetzen. Ebenso ist 
leicht hinzuschreiben, was den konzentrischen Kreisen und 

der Radienschar lgE=p und S=pj oder — lg (Z* -]-¥)= p 

Y 
nnd arctan ^ = j> entspricht 
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§ 161) In derselben Weise sind alle isothermi- 
schen Eurvenscharen der Ebene zu übertragen. 
Daraas folgt, dafs alle Probleme ttber stationäre 
Strömungen in der Ebene auch für die Minimal- 
schranbenfläche erledigt sind, und dafs dasselbe 
von den kartographischen Beziehungen gilt. 

Auch hier sind alle elementar lösbaren Probleme dieser 
Art im Anschlufs an die Ingenieurmathematik Bd. II leicht 
zusammen zu stellen. 

Bisher waren die Engel, der Cylinder und der Eegel 
die einzigen gekrümmten Flächen, die elementar mit der 
Gesamtebene in konforme eindeutige Beziehung gesetzt 
wurden. Jetzt ist mit dem Eatenoid auch die Minimal- 
schraubenfläche herangezogen worden.'*') 

Auf die Erhaltung der harmonischen Beziehungen, der 
Doppelverhältnisse u. s. w. bei gewissen Operationen auf 
dieser Schraubenfläche sei nur kurz aufmerksam gemacht^ 
weil doch nur die für das Eatenoid gefundenen Sätze 
wiederholt werden müfsten. 

rj) Die abwickelbare Sohraubenregelfläohe« 

§ 162) Auch diese schon besprochene Fläche läfst eine 
elementare Behandlung zu. Der innere Cylinder habe den 
Badius r^, die zugehörige Schraubenlinie habe die Grang- 

*) Für Kemier der Integralrechnimg ist es von Interesse, zu 
sehen, welche Integrationen bei den obigen Elementarbetrachtungen 
umgangen sind. Ibijedem Sektor der Mmimalschraabenfläche ist das 
m^ Quadrat in der Weise grOfser, als das erste, dafs, wenn man die be- 

treffenden Seiten gleich dr bezw. dx setzt, dr^dx-r'^ dx -^ 

und dx = —=====i setzt. Durch Integration erffiebt sich 



x^=hj 



4n 



i V Ä» + rfn»r« 



-5S-'* k 

Dieser Ausdruck stimmt mit dem oben für x gefundenen fiberein. 
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LS A, 80 d&Ta 
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ikel dnrcli 
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)e Neigong hat 
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ZD zeiolmende 
igente AB, die 
gend welche 
Ige t erhalte 
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-djSj in der 
Ige 

B, ^ ( coa y^ 
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) der TaDgen- 
des InneFen 
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lann der äns- 
t Kreis za 
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Grundrifskreise sind in der Figur in 16 gleiche Teile 
eingeteilt nnd so mit Zahlen bezeichnet, dafs die Yer- 
bindongslinien je zweier gleichzahliger Punkte eine Tangente 
des Innenkreises giebt. Dasselbe ist im Aufrifs mit den 
entsprechenden Punkten geschehen, und so sind dort die 
Tangenten der inneren Schraubenlinien entstanden. 

Verlängert man AB ttber B hinaus bis zu unendlicher 
Länge, so geben die unendlich fernen Punkte schliefslich 
Schraubenlinien von unendlich kleinem Steigungswinkel, d. h. 
die Fläche wird allmählich zur Eegelfläche, deren Geraden 
die Neigung y^ haben. Die äufserste Schraubenlinie der 
Figur hat den C^linderradius 

r, = M^B^ =/^,5? + ^^ilfJ = /<«cosVi + n 

_T/7r 7""^^^'^ _ , t/ ^+ ^^' ('' + i) 

Ihr Steigungswinkel bestimmt sich aus tan y^ = 



2nr^ 

Eigentlich stellt die so erweiterte Figur nur eine Hälfte 
der Fläche dar, denn man kann die Tangenten auch über 
den Berührungspunkt hinaus verlängern. Um zu sehen, wie 
das fehlende Gebilde bei Verlängerung um t aussieht, hat 
man nur nötig, die Aufrifsfigur auf den Kopf zu stellen. 
Beide Teile treffen einander längs der inneren Schrauben- 
linie, die als gemeinschaftliche Gratlinie beider Teile er- 
scheint. 

§ 163) Verlängert man im AuMfs die Tangente ID 

um einen ihrer Teile -^, so reicht sie bis zum Punkte D' 

auf PQ, verlängert man ebenso die Tangente IIE um zwei 
ihrer Teile, so reicht sie ebenfalls bis PQ, Dies ist der 
Fall, weU XF/Cbis PQ reicht. Folglich: Verlängert ma« 

im Grundrifs auf einander folgende Tangenten, z. B. /i, Zf2, 

1113 um einen, bezw. 2, 3, . . . ihrer Teile, so erhält man 
die Bilder der Schnittpunkte D\ E^ . . . des Aufrisses im 
Grundrifs. Verkürzt man umgekehrt auf einander folgende 
Tangenten um 1, 2,* 3, . . . ihrer Teile, so kommt man schliefslich 
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auf die Tangentenlänge NuIL In der Figur geschieht dies 

z. B. ftir die GnmdriliBStelle Xj weil im Anfrilüs X auf PQ 

liegt. Die Tangenten XIS^j XUS^. XIII S^, . . . haben 

i 
also im Gnmdrifs der Seihe nach die Längen -^^cos/^, 

2 3 

-^«cosyi, -^^cosy., .... Nnn ist aber dort der Bogen 

6 6 

-XJJf nahezn gleich der Tangente XI Sj^^ also ist nahezn 

27tT 1 

= -^t COS y. . Ist aber die Teilzahl n unendlich grofs, 

SO findet absolnte Gleichheit statt. Ebenso ist die Tangente 

XII S^ dann gleich dem Kreisbogen XII X, XII S^ gleich 
dem Bogen XIII X n. s. w. Die Endpunkte der Tan- 
genten liegen also auf einer als Kreis-Evolvente 
bezeichneten Kurve. (Denkt man sich um den Kreis einen 
z. B. in / befestigsten Faden gewickelt, der so bis X reicht, 
und wickelt man ihn unter hinreichender Spannung ab, so 
bewegt sich sein Endpunkt auf der Abvdckelungskurve oder 
Fadenlinie, die eben jenen Namen trägt.) Folglich : 

Jede Normalebene zur Achse der abwickel- 
baren Schraubenregelfläehe wird von den er- 
zeugenden Tangenten in einer Kreis-Evolvente 
geschnitten. 

Umgekehrt: Bewegt sich diese Evolvente parallel 
zu sich selbst in der Bichtung der Cylinderachse 
und dreht sie sich dabei in bestimmter Weiße um 
diese, so legt die Kurve die genannte Schrauben- 
fläche zurück. 

(Gewisse andere Schraubenregelflächen, bei denen die 
erzeugende Gerade die Achse schneidet, geben als Schnitt 
mit jeder Normalebene der Achsen eine Archimedische 
Spirale, wie leicht zu zeigen ist) 

Geht man von X aus, so haben im Grundrifs die auf 
einander folgenden Tangenten bei 16 -Teilung die schein- 
baren Längen 



Oy 



27tr^ 4'itr^ Stw^ 



16 ' 16 ' 16 



9 • 
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Ihre wirklichen Längen sind also der Beihe nach 

' i6* cosyj' i^cos/i' i^cosy^' ' ib^cosy^ cosy^ 

Ahnlich ist es bei 32-Teilung n. s. w. 

§ 164) Das senkrechte Profil der Schrauben- 
fläche, d. h. den Schnitt mit jeder dnrch die Achse gelegten 
Ebene, erhält man in der wahren Gestalt, indem man die 
Punkte 12^ a^^ ^i> ^u ^i> ^u I^ senkrecht nach oben auf die 
Schraubenlinien projiziert, gegebenfalls auch Punkte wie z^ 
auf die entsprechenden Tangenten im Aufrifs. Auch kann 
man die Punkte 5, jP, 6r, £f, /, K^ A der Aufrifsmittellinie 
an die äufserste Senkrechte gleichnamig auftragen und hori- 
zontal herüberprojizieren. (Vergl. Fig. 97.) Die Profillinie 

nimmt allmählich die volle Steilheit der Tangente XIII 13 
an und nähert sich in der AuMfszeichnung dieser asympto- 
tisch, wenn man sie hinreichend nach unten verlängert, wie 
aus dem Charakter der Eegelfläche folgt, der allmählich 
angenommen wird. 

Die Einteilung der Fläche in kleine Trapeze durch 
Schraubenlinien und Profilkurven ist in Fig. 98 im Grund- 
und AuMfs dargestellt. Jeder Schraubenlinienstreif hat da- 
bei kongruente Trapeze, dagegen sind die Trapeze jedes 
Streifens zwischen zwei benachbarten Profilkurven unähnlich, 
auch dann, wenn die Schraubenlinienstreifen, wie in der 
Figur, isothermische sind, denn die schiefen Winkel nähern 
sich allmählich rechten Winkeln, je weiter die Schrauben- 
linien von der Achse entfernt sind. 

Das über die Kurve ABC und ihre Asymptote DE 
Gesagte ist aus Fig. 98 zu ersehen. 

§ 165) Die Abwickelung der Fläche. Wie schon 
in § 50 angedeutet wurde, gehen bei der Abwickelung der 
Fläche auf die Ebene die Schraubenlinien in konzentrische 
Kreise über, während die Geraden der Fläche geradlinige 
Tangenten dieser Kreise bleiben. Die Orthogonalen der 
Schraubenlinien müssen, da alle Winkel erhalten bleiben, 
Radien der konzentrischen Kreise werden, sind also, weil 
sie Gerade werden, geodätische Linien. Da man aber jeden 
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ebenen, konzentriseheD Kreisring durch Radien and konzen- 
triscbe Kreise in kleine ähnliche Rechtecke (z. B. Qnadrate) 
eioteilen kann, so ist anch die bebandelte Schranben- 
fläche dnreh die Schranbenlinien nnd ihre Ortho- 
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gonalschar isothermisch einteilbar. Diese Möglichkeit 
ist ein besonderer Fall des Theorems von Bour. Das 
Drehnngshyperboloid, auf welches die Fläche demnach ab- 
wickelbar ist, erscheint hier in dem Grenzfalle des zunächst 
doppelt zu denkenden ebenen Kreisringes, bezw. Aufsen- 
kreises. Der gezeichnete Teil der Fläche liegt auf der einen^ 
der nicht gezeichnete auf der anderen Schicht. Jede der 
beiden Schichten wird übrigens unendlichfach bedeckt. Die 
isothermische Einteilung wird unten durchgeführt. 

(Man kann übrigens durch Inversion die Einteilung der 
unteren Schicht isothermisch auf die Fläche des Innenkreises 
übertragen, so dafs man die Übertragung auf die gesamte 
nnendlichfach zu bedekende Ebene erhält.) 

Die angenäherte Konstruktion dieser Ortho- 
gonalkurven kann mit beliebiger Genauigkeit folgender- 
mafsen erfolgen: Man denke sich im Aufrifs der Fig. 99 
sehr viele der Schraubenlinien gezeichnet. Jede erscheint 
bei den Punkten ö, i, 2, J, 4, 5, 6 der Mittellinie in ihrer 
wahren Neigung, so dafs die entsprechenden Normalebenen 
als gerade Linien erscheinen, die senkrecht zu den Schrauben- 
linien stehen. Folglich erscheinen die dort auf der Fläche 

gezeichneten Normalen der Schraubenlinien als Lothe Oly 

lllj 2 III n. s.w., die in der Figur jedesmal bis zu der 
benachbarten Schraubenlinie reichen. Projiziert man die 
mit römischen Zahlen bezeichneten Punkte auf die ent- 
sprechenden Grundrifskreise, so erhält man im Grundrifs 
die gleichnamigen Bilder dieser Lote. Im Grnndrifs drehe 
man jedes dieser „Lote^, wobei es seine Gestalt beibehält, 
soweit, dafs alle einen einzigen Linienzug geben, dem z. B. 
das Lot 3 IV des Grundrisses angehört. So entsteht eine 
gebrochene Linie -4.5^, die leicht als AB in den Aufrifs 
zu übertragen ist. Je gröfser die Anzahl der eingezeichneten 
Schraubenlinien ist, um so genauer stellt die gebrochene 
Linie die Kurve dar, welche alle Schraubenlinien der Fläche 
orthogonal durchsetzt. 

Bilden die wahren Längen der einzelnen Lote eine 
geometrische Beihe, so handelt es sich um Schraubenlinien- 
Streifen, die eine isothermische Einteilung geben. Damit 
ist dann die Einteilung in ähnliche Bechtecke ermöglicht,. 
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wie sie in Fignr 99 
angenähert daigestellt 
ist. Der Beweis dafttr 
liegt darin, dafs die 
Abwickelung aaf die 
Ebene auf eine iso- 
thenniBche Einteilung 
dnrch Radien und kon- 
zentrische Kreise fuhrt, 
fttr welche die geo- 
metrische Reihe eben- 
falls mafsgebend ist 
Rechnend wUrde dies 
weiter durchznftlhren 
sein, was unten ge- 
schehen soll. 

Die Orthogonal- 
knrTen dergeraden 
Linien der Flüche 
werden bei der Ab- 
wickelung Ortho- 
gonalknrren der 

Kreistangenten, 
also ETolventen, 
durch die abrigens 
eine isothermiscbe Ein- 
teilung nicht erzielt 
werden kann. Weil in 
der Ebene die Evol- 
yenten sich mit Hilfe 
der Abwickelung eines 
gespannten Fadens, 
der um den Innenkreis 
gewickeltzn denken ist, 
sieh erzeugen lassen, 
dieser Faden aber als 
geodätische Linie auf 
der Fläche ebenfalls 
gespannt erseheint, 
erscheinen die «nt- 
sprechenden Kurrea 
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auf der Fläche als Evolventen im weiteren Sinne, näm- 
lich als solche der Schraubenlinie. Die Eigenschaften 
dieser Evolventen lassen sich im Anschlnfs an die Ereis- 
6volvente elementar ableiten. Ebenso läfst sich die gesamte 
Geometrie der Ebene aufserhalb des Innenkreises geo- 
dätisch auf die Fläche übertragen, wie aus dem Begriffe der 
Abwickelung ohne weiteres hervorgeht. — Die abwickelbare 
Schraubenregelfläche steht also in zweierlei Hinsicht zu den 
Evolventen in Beziehung. 

§ 166) Welcher Kreisringsektor in der Ab- 
wickelungsebene entspricht einem Umgänge der 
untersuchten Fläche? Die zu bestimmenden Badien seien 
^1 und x^j letzterer der gröfsere; der zu bestimmende Centri- 
vnnkel, im Bogenmafs gemessen, sei §. Die Umgangslängen 
der beiden begrenzenden Schraubenlinien geben die 
Oleichungen 

^ 27tr^ ^ 27cr^ 

* cos/g' ^ cos yi 

«0 dafs, da i^^=x\ — x\ ist, folgt 

^ ^ Lcos^yg cos^/iJ 

47t To 4-7t^T 

Setzt man hier cos*ya= r und cos*y. = ^. 

so ergiebt eine leichte Umformung 

Der gesuchte Centriwinkel des Ereisringsektors 
ist also 

1) § = 27rco8yi. 

Daraus folgt für den kleineren Badius des Sektors 

27tr^ n 

2) w, 



1 '1 



a*. ' 



^ § COS y^ cos* yi 

was zugleich der Krümmungsradius der innersten 
Schraubenlinie ist. 

Holsmflller, Stereometrie m. 12 
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Fttr den gröfseren Badins wird * 



3) a>,^Va>\^t* = V^V^— 

' s A I C08*yi ' 008*^1 



cos'y^ 



Aus -^ = -^ — ^ oder aus x^ = -z ^ folgt ancb 

x^ r^eosyi * scosy^ 



4) x,^ ''» 



cosyj^cosyg' 



worin Gleichung 2) als besonderer Fall enthalten ist. 

§ 167) Berechnung der Fläche für einen Um- 
gang des untersuchten Gebildes. Die Abwickelang 
ergiebt als Fläche, wenn x^ und x^ als Radien jetzt mit R 
und 22^ bezeichnet werden, 

F= 4- ^ (Ä* — Ä?) = -1 <* = «* ^cosy.. 
peri8t»i(i2*— i2?) = 37r^i^(i2— Äi), und dabei 

jR-i-jR = ^ r ^» I ^* 1 

■^ ^ C08 y^ |_cos y« cos yj J ' 

cos y^ Leos y, cos y^ J 

Dies führt zu gewissen Beziehungen zur Guldinschen Regel.] 

§ 168) Koordinatenbeziehungen zwischen der be- 
handelten Schraubenregelfläche, ihrer Grundrifsebene und 
der Abwickelungsebene und quadratische Einteilung 
der Fläche. 

Fttr gewisse Zwecke ist es am einfachsten, für die 
Schraubenfläche r^ und y^ ala gegebene Konstanten, die 
Länge t der Geraden (Tangenten der innersten Schrauben- 
linie) und den ihren Berührungspunkt bestimmenden Winkel 9>, 
der die Umdrehung um die Schraubenachse mifst, als Ver- 
änderliche (Koordinaten) j> zu betrachten. Dann ist die 
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Gleichnng f{t^q>) = die einer beliebigen auf der Fläche 
liegenden Earye. 

Ist T'=^co8;^i die entsprechende Ereistangentenlänge 
in der Ornndrifsebene, so hat die Projektion der Enrve dort 

die Gleichung / ( , ^ J = ö, wo 9 die der vorigen ent- 
sprechende Bedeutung und denselben Wert hat. 

In der Abwickelungsebene ist die Tangente t dieselbe 
wie vorher. Dort sei ^ der die Lage des entsprechenden 
Berührungspunktes bestimmende Winkel. Wie aber nach 
§166 dem Winkel 27t des Schraubenumgangs der Winkel 

27t 

^=27teosy^ entspricht, so entspricht dem Winkel 9) = — 

27t ** 

dort ein Winkel 0= — cos y^ = g) cos y^. Die entsprechende 

fi 

Eurvengleichung ist also / ft^ | = 0. 

Für die isothermische Einteilung ist es noch von 
Wichtigkeit, die Radien R der Abwickelungsebene zu unter- 
suchen. Setzt man den veränderlichen Radius der Grundrifs- 
ebene gleich r, so ist nach Gleichung 3) 

cos^y^ '^ ' ^^' 

also 

1) r= yR^ cos^/i — rl tan* y^. 

Soll nun der Ereisring der Abwickelungsebene durch 
konzentrische Ereise isothermisch eingeteilt sein, so haben 
die Ereisradien Werte E anzunehmen, die in geometrischer 
Reihe auf einander folgen, also z. B. die Werte 

2n in tn 

2) xt| , R^ 6 , R^ 6 , /2| 6 , . . • 

Die Neigungen 4^ der Radien hingegen haben einer 
arithmetischen Reihe zu folgen, und zwar der Reihe 

27t 47t 67t 

wenn die Einteilung eine quadratische sein soll. 

12* 
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Soll demnach die entsprechende quadratische Einteilnng 
der Schranbenfläche konstruiert werden, so hat man dem 
Radius r in der Grundrifsebene nach Gleichung , 1) der Reihe 
nach z. B. folgende Werte zu geben : 



VjRjcosVi — ntanVi, r Ä?e* cosVi — »-ftanVi, 

Y JBfe"cos'yi — ritan^y,,. . ., 
oder, da iZ^ cos*yi = rj, also Ä? cos* y^ = n nnd Äicos^y^ 

= — 5 — ist, die Werte 
cos*yi 



2) -'^Vi — sinVi,-^^^«"— sinVi, 
^ cosy^ ^ cosy^ '^^ 



- — f e* sin^y^, — - — r e * — sini*yi> • • v 



cosyj '^ cosy^ 

wobei der erste Posten sich auf r^ reduziert. 

Man erkennt, dafs der Zusatz — sin^y^ unter der 
Klammer immer unwesentlicher gegen den Nachbarposten 

« " / , wird, je weiter man geht, dafs also die Reihe all- 
mählich den Charakter einer geometrischen Reihe annimmt. 

Die Ausgangspunkte für die Projektionen der 
Orthogonalkuryen haben am Innenkreise des Grundrisses, 
wenn man eine quadratische Einteilung der Fläche zeichnen 

27t 

wilL unter den Winkel-Abständen aufeinander zu 

n cos y^ 

folgen, also z. B. der Reihe 

^x ^ 27t 47t 67t 

'ncosy^' ncosy^' «cosy^' 

zu entsprechen. Es sei betont, dafs es sich hierbei nur um 
Ausgangspunkte, nicht um Polarkoordinaten handelt. Die 
Yollständ^e Übertragung der letzteren sei dem Leser als 
Übungsbeispiel tlberlassen. 
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Nach deo Gleichnngen 2) nnd 3) hat man za ver- 
fahren, wenn die Einteilung der Schranbenregel- 
fläche in kleine Quadrate in Grund- und Aufrifs 
dargestellt werden soll. Danach ist die genaue Her- 
stellung der Figur 99 zu behandeln. Hat man die Kreise 
des Grundrisses nach Formel 2) gezeichnet, so sind deren 
äufserste Punkte rechts senkrecht nach der Linie AB des 
Aufrisses von Figur 98 zu übertragen, wodurch die Schrauben- 
linien genau bestimmt sind. 

Die Betrachtung ist nur in konstruktiver Hinsicht 
wichtig, da die gesamte Geometrie der Ebene durch den 
Abwickelungsbegriff ohnehin im Prinzip auf die Fläche über- 
tragen ist, neues also nicht gewonnen werden kann. 

Mit der Zeichnung der quadratischen Einteilung ist zu- 
gleich die konforme Abbildung des gezeichneten 
Flächenteils auf ein fiechteck bezw. auf einen un- 
endlichen Parallelstreifen der Ebene ausgeführt, 
wobei die Grenzschraubenlinien den begrenzenden Geraden 
des Parallelstreifens, die übrigen Schraubenlinien den ein- 
teilenden Parallelen, die Orthogonalkurven der orthogonalen 
Parallelenschar entsprechen. 

'S) Die Sohraubenröhrenfläobe. 

§ 169) Die beiden ersten Definitionen. Eiue Kugel 
vom Badius r bewege sich so, dafs ihr Mittelpunkt auf 
einer gegebenen Schraubenlinie a der gewöhnlichen Art 
wandert. Der Kreiscylinder der letzteren habe den Badius 
r^=zM^T^ (Figur 100, Grundrifs). Die Steigung sei durch 
den Winkel y gegeben, so dafs die Ganghöhe h = 27r r^^tany 
ist. Damit ist zugleich die Tangente UZ für den Punkt R 
des Aufrisses dieser Schraubenlinie bestimmt. Diejenige 
Fläche, welche die bewegte Kugel in allen Lagen umhüllt, 
heifst die (gewöhnliche) Schraubenröhrenfläche. (Grenz- 
fälle sind die kurz als Wulst bezeichnete Drehungscyklide 
und der Kreiscylinder. Andere Grenzfälle sind durch r=0^ 
r^^=Oy r = 00 , r^ = 00 gegeben.) 

Zwei benachbarte Kugeln schneiden dabei einander in 
einem Kreise, dessen Ebene senkrecht zur Centrale der beiden 
Kugeln steht. Für den Grenzfall unendlicher Nähe fällt die 
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Oentrale mit der Tangente der Schraubenlinie zusammen 
und der Sehnittkreis wird ein gröfster Ejreis der beiden 
Kugeln, dessen Ebene senkrecht zur entsprechenden Tan- 
gente der Schraubenlinie steht. Daraus folgt, dafs jede 
«inbeschriebene Kugel die Böhrenfläche in einem 
solchen Kreisschnitte berührt. Die Fläche entsteht 
^so auch auf folgende Weise: 

Eine Kreislinie bewege sich so, dafs ihr Mittel- 
punkt auf einer gegebenen Schraubenlinie wandert, 
ihre Ebene aber stets normal gegen die augenblick- 
liche Bewegungsrichtung ihres Mittelpunktes bleibt 

Macht der Kreis während dieser Bewegung Drehungen 
um die Tangente des Mittelpunktsweges als Achse, so wird 
an der Gestalt der Fläche nichts geändert, nur legen dann 
die Punkte des Kreises auf der Fläche besondere Wege 
zurück. In einem besondem Falle erfolgt die Bewegung 
i9tets senkrecht gegen den Kreisschnitt, was beide Guldin- 
schen Begeln in gewissem Sinne fortbestehen läfst, 
die also für die Fläche allgemeine Geltung haben, wie 
auch die Bewegungen erfolgen mögen. In einem anderen 
besonderen Falle bewegen sich die Punkte der Kreislinie 
■auf Schraubenlinien, welche dieselbe Achse und dieselbe 
Ganghöhe haben, wie der Mittelpunktsweg, während die 
Steigungswinkel verschiedene sind. 

In der Lage WSVR erscheint der bewegte Itreis im 
Aufrifs als gerade Linie, ebenso in einer darüber befindlichen 
Lage, wobei die Mittellinie der Figur in symmetrischer 
Weise geschnitten wird. Diese Lagen kehren nach oben 
und unten in periodischem Wechsel wieder. Im Grundrifs 
•erscheint der Kreisschnitt stets als eine Ellipse, deren eine 
Halbachse gleich r ist, während die andere sich als rsin/ 
herausstellt. Vgl. W^S^V^R^. 

§ 170) Die Verzeichnung im Grund- und Aufrifs 
ist wie bei allen Schraubenflächen, mit beliebiger Genauigkeit 
•durchzuführen, jedoch nicht absolut genau. Zunächst ist der 
Mittelpunktsweg a im Grund- und Au&ifs zu zeichnen, und 
zwar wendet man zweckmäfsig im Grundrifs die Kreisteilung 
an, die durch Senkrechte in den Aufrifs zu übertragen ist. 
Da die Kugel in aUen Lagen als Ejreis erscheint, hat man 
vm die Teilpunkte Kreise mit dem Radius r zu legen. Im 
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Orandrifs werden die Kreise von zwei konzentrischeii 
Kreisen umhüllt, deren Radien die Länge (r^ -j- r) bezw. 
(r^ — r) haben. Ln Anfiifs erscheinen die nmhüllendeii 
Linien als Knrven konstanten Abstandes zur 
Schraubenlinie des Mittelpunktsweges (äquidistante 
Kurven, auch Parallelkurven genannt). Folgen die einzelnen 
Lagen sehr dicht aufeinander, so werden beide Kurvea 
durch die Kreisbogen so genau ausschattiert, dafs eine be- 
sondere Zeichnung für sie überflüssig wird. 

Diese Parallelkurven zeigen an den mit 1, 2, 3 be-^ 
zeichneten Stellen des Aufrisses dieselben Eigentümlichkeiten,, 
wie die in Bd. I Figur 218 dargestellten Parallelkurven der 
Ellipse, die für die Orthogonalprojektion der Drehungs- 
cyklide in allgemeiner Lage von Wichtigkeit waren. Hier 
können ebenso wie dort die bei i, 2, 3 gezeichneten kleinen 
Bogendreiecke auftreten. Die eine Schrägseite eine& 
solchen Dreiecks zeigt dann an, wie weit die eine 
Kontur sichtbar bleibt, während alles andere un- 
sichtbar ist. 

§ 171) Die begrenzenden Grundrifskreise geben im 
Aufrifs die äufserste und die innerste Schraubenlinie der 
Fläche. Da diese dort durch die Punkte R und den damit 
zusammenfallenden F gehen, und da auch sie die Ganghöhe 
h haben, so sind sie leicht einzuzeichnen. Alle Ej'eisschnitte 
der Fläche erscheinen im Grundrifs als kongruente Ellipsen. 
Das „Achsenkreuz" dieser Ellipsen erhält man durch Pro- 
jektion der Aufrifspunkte V, PT, R und S in den Grundrifs. 
Das so entstehende Achsenkreuz F^, W^j Äj, S^^ ist im 
Grundrifs für alle Lagen dasselbe. Es ist also für jede 
beliebige Lage leicht in den Aufrifs zu übertragen und 
giebt dort neue Achsenkreuze, wie z. B. jP, H, (?, E^ deren 
Eckpunkte zur äufsersten und innersten und, wenn man sich 
so ausdrücken will, zur obersten und untersten Schrauben- 
linie (in Bezug auf den Kreisschnitt) gehören. An den bei- 
geschriebenen Zahlen erkennt man die zusammengehörigen 
Punkte. Die oberste und die unterste Schraubenlinie er- 
scheinen im Aufrifs kongruent. Durch die Achsenkreuze 
des Auirisses erhält man die Parallelogramme, denen die 
Ellipsen der Kreisschnitte einzuzeichnen sind. 

Jeder der konzentrischen Kreise des Grundrisses, der 
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zwischen dem äufsersten und innersten liegt, kann als der 
Fläche angehörig betrachtet werden. Er schneidet die 
unterste der gezeichneten Ellipsen in einen oberen und einen 
unteren (unsichtbaren) Punkt. Überträgt man diese Punkte 
durch Senkrechte auf die Gerade PQ des Aufrisses, so 
erhält man die Schnittpunkte ftlr die beiden Schrauben- 
linien des Aufrisses, die jenem Kreise entsprechen. 

So kann man z. B. folgende Aufgabe lösen: 
Jeder Kreisschnitt soll in gleiche Teile eingeteilt 
werden, durch die Teilpunkte aber sollen in Grund- 
und Aufrifs Schraubenlinien gelegt und so die 
Fläche in ein bestimmtes System von Vierecken 
zerlegt werden. 

Die Lösung geschieht so, dafs man einen Kreis mit 
dem Durchmesser VW = 2r in gleiche Teile teilt und die 
Teilpunkte auf VW projiziert. Die so entstehenden Punkte 
sind senkrecht in den Grundrifs hinab zu projizieren, wo 
sie die unterste der Ellipsen in die entsprechenden n Teile 
zerlegen. Im Grundrifs legt man durch die Punkte kon- 
zentrische Kreise, im Aufrifs die entsprechenden Schrauben- 
linien. Die Teilung ist im Grundrifs durch kongruente 
Ellipsen zu vollenden, die unter gleichen Bogenabständen auf- 
einander folgen und leicht in den Aufrifs zu übertragen sind. 
(Um eine ßechtecksteilung handelt es sich dabei nicht.) 

Zu einer Teilung können die Punkte VWRS gehören, 
nötig aber ist dies nicht. Die andere Teilung kann nach 
einem Umgange im Grundrifs schliefsen, nötig aber ist auch 
dies nicht, nur wird im Nichtfalle die Zeichnung weniger 
deutlich, da im Grundrifs ein Gewirr von Linien entsteht, 
besonders dann, wenn die Teilung erst nach unendlich vielen 
Umgängen schliefst. 

* 

Schliefst die Teilung nach einem Umgange (der Ellipsen 
im Grundrifs), und zeichnet man nur das sichtbare, so wird 
bei genauer Zeichnung die Aufrifszeiehnung so plastisch, dafs 
es einer besonderen Schattierung nicht bedarf, wenn ein 
körperlicher Eindruck erzielt werden soll. 

Jeder zur Achse der Böhrenfläche konzentrische 
Kreis-Cylinder, der die Fläche schneidet, schneidet 
sie in einer Schraubenlinie. 
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§ 172) Die horizontale Schnittlinie der 
Schranbenröhrenfläche. Jede Normalebene zur ge- 
meinschaftlichen Schraubenlinie der Fläche schneidet si^ so^ 
dafs im Anfrifs eine horizontale Gerade entsteht, während sich 
im Gnmdrifs lauter kongruente in sich geschlossene Linien 
entstehen. Jede der letzteren hat eine radiale Symmetrie- 
achse, denn die auf den Kopf gestellte Böhrenfläche giebt 
dieselbe Schnittfigur, wie die ursprüngliche. Wählt man JPQ 
im Aufrifs als Schnittebene, so braucht man nur die Schnitt- 
punkte dieser Geraden mit den gezeichneten Schraubenlinien 
auf die entsprechenden Grundrifskreise senkrecht hinab zu 
projizieren, um die zugehörigen Punkte der dortigen Schnitt- 
linie zu finden. 

Auch die Tangenten der letzteren sind konstrnierbar. 
Die Ebene PQ schneidet nämlich jede der von ihr getroffenen 
der einbeschriebenen Kugeln in einem kleineren oder 
gröfseren Ejreise, der im Gnmdrifs als konzentrischer Ejreis 
des entsprechenden Eugelkreises erscheint. Die gesuchte 
Schnittkurve umhüllt im Grnndrifs alle diese kleineren Hilfs- 
kreise. Jeder der letzteren schneidet die zugehörige Ellipse 
des bewegten Kreises in zwei Punkten, die zur Schnittkurye 
gehören. Die zu diesen Punkten gehörigen Kreistangenten 
sind Tangenten der Schnittlinie. Der um ju^ gelegte Hilfis- 
kreis ist der kleinste, der in Betracht kommt. Sein Badius 
ist gleich der kleineren Halbachse der Grundrifsellipse. Die 
Bedeutung der sonstigen Buchstaben der Figur wird man 
beim Nachkonstruieren leicht erkennen. Einige der Hilfe- 
kreise sind in Figur 100 gezeichnet. Die eine Hälfte der 
Schnittfläche ist dort schraffiert. 

Bewegt sich diese Schnittfläche senkrecht nach 
oben und dreht sie sich zugleich in bestimmter 
Weise um die Hauptachse der Figur (100), so ent- 
steht ebenfalls die Schraubenröhrenfläche. Die 
Drehung mufs proportional zum Aufsteigen erfolgen und für 
die Ganghöhe h eine volle Umdrehung geben. Damit ist 
eine dritte Entstehungsweise der Fläche gegeben. 

§ 173) Ist F^ der Inhalt dieser Schnittfläche, so 
folgt nach dem Gayalierischen Prinzip für jeden Umgang 
der körperliche Inhalt J =^ FJl Da aber der Kreisschnitte 
wegen auch die Guldinsche Inhaltsformel gilt, so ist dieser 
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körperliche Inhalt auch gleich dem Produkte aus Kreisschnitt- 
fläche und Mittelpunktsweg, also 

Daraus folgt 

F^h = 7tr*Vh*-}-47t^rl 
der Inhalt der horizontalen Schnittfläche ist daher 



(Vergl. § 39 und 40.) 

Für den Umfang der Schnittfläche besteht eine so ein- 
fache Beziehung nicht, weil das Gavalierische Prinzip nicht 
f ttr die Mantelflächen Geltung hat. 

§ 174) Die senkrechte Profilkurve des zur 
Schranbenröhrenfläche gehörigen Gewindes. Jede 
der auf der Böhrenfläche liegenden Schraubenlinien hat im 
Aufrifs Stellen mit senkrecht erscheinender Tangente. Diese 
Punkte werden gefunden, indem man im Grundrifs einen 
horizontalen Badius zieht und die Schnittpunkte mit den 
konzentrischen Kreisen auf die entsprechenden Schrauben- 
linien projiziert. Verbindet man die Punkte mit einander, 
80 erhält man mit beliebiger Genauigkeit das gezeichnete 
Profil, dessen eine Hälfte in der Figur schraffiert ist. 

Man findet die Punkte auch folgendermafsen : Die Senk- 
rechte aß im Aufrifs schneidet die Schraubenlinien in 
Punkten d, £, . . . , d. h. in Höhenabständen SdjS€,Sß\i.s. w. 
Diejenigen Punkte der Schraubenlinie des Aufrisses, die von 
K L die entsprechenden Abstände haben, gehören der Schnitt- 
kurve an. 

Auch die Kreise, in denen die Schnittebene die sie 
treffenden Kugeln schneidet, können wie vorher zur Kon- 
struktion benutzt werden, denn alle diese Kreise werden 
von der Profilkurve umhüllt. 
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Bewegt sich die Profilknrve längs einer der 
gezeichneten Schraubenlinien unter Drehung um die 
Achse, so entsteht die Schraubenröhrenfläche eben- 
falls. Damit ist eine vierte Entstehungsweise der 
Fläche gegeben. 

§ 175) Ist F^ der Inhalt der Fläche des senkrechten 
Profilschnittes, so erhält man nach § 37 als körperlichen 
Inhalt für einen Umgang, wenn q^ der Schwerpunktsabstand 
von der Achse ist, 

J=27tq^F^, 
während nach Guldin war 



J=7tr^Vh^^47t^T\. 



Demnach ist 

.2 



und damit ist das statische Moment der senkrechten 
Profilfläche in Bezug auf die Achse bestimmt. 
Dagegen sind q^ und F^ auf diesem Wege nicht zu finden. 

§ 176. Aufgabe. Eine Beihe von Berührungs- 
kugeln in die Schraubenröhrenfläche so einzu- 
zeichnen, dafs jede die beiden Nachbarkugeln 
berührt*) (Figur 101.) 

Die Centrale je zweier Nachbarkugeln ist gleich 2r^ 
der Berührungspunkt B^ der Kugeln ist der Halbierungspunkt 
der Centrale. Sämtliche Kugeln erscheinen als Kreise. Ist 
die Schraubenlinie der Kugel-Mittelpunkte in Grund- und 
AufrüGs gezeichnet, und ist im AuMfs B^ ihr Schnittpunkt 
mit der senkrechten Mittellinie der Figur, so lege man um 
B^ mit dem Badius r Kreisbogen, welche zwei Punkte M^ 
und M^ des Mittelpunktsweges bestimmen. Projiziert man 
diese Punkte in den Grundrifs, so erhält man dort die 
Centrale M\M\^ die im GrundriGs für alle Kugelpaare in 
derselben Länge erscheint Dort sind also die Punkte 



*) In der Figur ist die Schraffienmg von B^ bis Jf« nicht ganz 
ricbtig begraizt. Der Leser wird die Begrenzung nach den bis- 
herigen Angaben leicht korrigieren. 
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if^, M^^ i/3, J/4, ... if» leicht einzatragen. Die Beihe 
braacht selbstverständlich nicht fttr einen Umgang zn 
schliefsen. Die Kngelkreise sind nun za zeichnen. Die 
Halbiemngspnnkte B\^ B^^^H^ ... der Centralen ebenfalls. 

Heranfprojektion auf die Schraubenlinie der Mittel- 
punkte im AuMfs giebt dort die entsprechenden Punkte 
Ifj, i/j, J/g . . ., auf deren Verbindungslinien M^M^y ^%^sj 
M^M^, ... die Berührungspunkte B^ ebenfalls als Hal- 
bierungspunkte erscheinen. 

Die Schraubenlinie der Punkte B^ hat dieselbe Ganghöhe 
wie die der Punkte M. Im Orundrifs erscheint sie als 
Kreis, so dafs die äuTsersten Punkte nach rechts und links 
durch Projektion aus dem Grund- in den Aufrifs zu be- 
stimmen sind. 

Diese Schraubenlinie soll als die Berührungs- 
schraubenlinie bezeichnet werden. Sie ist etwas steiler 
als die der Kugelmittelpunkte. Die Normalen PQ und P^Q^ 
gehören den beiden Linien an und lassen den Unterschied 
der Steigungswinkel erkennen. Dadurch unterscheidet sich 
die Schraubenröhrenfläche wesentlich von der Drehungs- 
cyklide, bei der PQ und P^Q^ zusammenfallen. 

§ 177) Die Berührungsschraubenlinie durch- 
schneidet sämtliche Kugeln unter konstantem Winkel, der 
aber im allgemeinen kein rechter ist. Letzteres ist nur in 
den Sonderfällen der Drehungscyklide und des Cylinders 
der Fall. Allgemein würde es der Fall sein, wenn die 
Centralen M^MnJ{-ij wie es im Grundrifs den Anschein hat, 
Tangenten dieser Schraubenlinie wären. Dafs es nicht der 
Fall ist, zeigt sich sofort, wenn man zur AuMfslinie M^M^ 
eine benachbarte höher liegende zeichnet. Dabei heben sich 

die Punkte M^,M^ und B^ um dieselbe Höhe — , und die 

neue Sehne liegt im ganzen Verlaufe höher als die Gerade 
J/^Jfg. Der Punkt B^ liegt also aufserhalb der letzteren. 
Die Aufrifslinie M^Mn^i sind also nicht Tangenten der 
dort gezeichneten Schraubenlinie der By obwohl es auch 
dort den Anschein hat. 

Die Eigenschaft, sämtliche Kugeln unter konstantem 
Winkel zu schneiden, behält die Berührungsschraubenlinie 
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aHch bei, wenn man die Schraubenröhrenfläche mit der ein- 
beschriebenen Engelreihe der Inversion nnterwirft. Dabei 
werden die Kugeln wieder Kugeln, die Berührungskreise, 
d. h. die Kreisschnitte der Fläche wieder Kreisschnitte. Die 
Berührungspunkte der Kugeln bleiben solche, die Mittel- 
punkte der Kugeln gehen aber nicht in Mittelpunkte der 
neuen Kugeln über. In dieser Hinsicht also ist die Kurve 
der Punkte B wichtiger als die der Punkte M. 

So leicht die obige Konstruktion erschien, so enthält 
sie doch transcendentes, da die Schraubenlinie der Mittel- 
punkte als konstruiert vorausgesetzt wurde. Schon die 
Längen-Berechnung der Geraden M\ M^ des Grundrisses 
führt auf eine transcendente Gleichung, wenn z. B. der 
Cylinderradius r^ der Schraubenlinie der Jf», der Radius r 
der Berührungskugeln und die Ganghöhe h sämtlicher auf 
der Fläche liegender Schraubenlinien gegeben ist. Für 
jeden Umgang der Schraubenlinie der Mittelpunkte M hat 

man dann die Länge Zjf= VA*4"^^*^i» ^^ ^^^^ ^^^ S*^^" 
gungswinkel yu sich berechnet aus tan yjf = , oder aus 

co8yjf = — 7-^, oder aus sinyji = -^. Bezeichnet man in 

Figur 101) B^A = B'^M^ mit x^,AM^ = B\0 mit y, so 
hat man zunächst 

1) ^* + y* = r\ 

Bezeichnet man femer ^^M' mit z, so folgt 

2) z^-\-x^ = r\. 

Aus 2) und 1) folgt 

3) z^ — y^ = r\ — r^ = t\ 

wobei t die Länge der im Grundrifs von M' aus an die 
Kreise gelegten Tangenten ist Dei^um M* gelegte Ortho- 
gonalkreis der Berührungskreise ist also kleiner, als der 
Kreis der -B'. 

Für den Winkel M'^M'K' = § hat man die Gleichung 

4) sin§ = -^. 
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für den Bogen JS' M\ = a hat man also 

J == r. § = Tj aresin — . 

V 

Zngleieh ist 1 

sinp'jf sin^^jf h ' 

Demnach ist x za berechnen aus der transcendenten 
Gleichung 

5) r- aresin -== f- /Ä«+7^ y 7^«"^^^ 

oder aus 

5*) -^=sinr^l^Ä« + 47r«r?yi^«^"^l. 

Diese Gleichung kann nicht allgemein aufgelöst werden, 
sondern nur dann, wenn r, r^ und h durch bestimmte 
Zahlenwerte gegeben sind. Dann geschieht die Berechnung 
von X mit beliebiger Genauigkeit nach den üblichen 
Methoden. (Vergl. z. B. Anhang z. method. Lehrbuch der 
El. Math, des Verfassers, allgemeine Ausgabe.) 

§ 178) Aufgabe. Die Figur 101 soll dahin venroll- 
ständigt werden, dafs die durch die äufserste und innerste 
Schraubenlinie bestimmte Minimalschraubenfläche, so weit 
sie sichtbar ist, durch Schraffierung hervorgehoben wird, so 
dafs die £a*eise in höherem Grade als Kugeln erscheinen. 

An einigen Stellen der Figur ist die Schraffierung an- 
gedeutet. Die Durchschnitte zwischen jeder Kugel und der 
Minimalschraubenfläche erscheinen als eigentümlich gestaltete 
Ovale. (Jede horizontale Schraffierungslinie des Aufrisses 
liegt in einer bestimmten Höhe, also in einer Horizontal- 
ebene, welche die betreffende Berührungskugel in einem 
bestimmten Kreise schneidet, der im Grundrifs als kon- 
zentrisch zu dem betreffenden Kugelkreise erscheint. Der 
horizontalen Geraden entspricht im Grundrifs ein von M 
ausgehender Radius, der die Kugel dort durchstöfst, wo der 
Hilfskreis von diesem Radius geschnitten wird.) 
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§ 179) Die Krümmungslinien der Schraaben- 
Töhrenfläche. In Figur 102 sind die Ereisschnitte so 
angeordnet, dafs sie unter gleichen Abständen aufeinander 
folgen. Man denke sich dorch regelmäfsige Einschaltang 
weiterer Ereisschnitte die Anzahl vervielfacht, so dafs z. B. 
statt der 16 Stücke für einen Umgang 32, 64, 128 n. s. w. 
•erhalten werden. Je gröfser die Zahl ist, mit um so 
:gröfserem Rechte darf man jeden der entstandenen Flächen- 
ringe als Mantel eines beiderseits symmetrisch abgeschrägten 
Ereiscylinders betrachten, dessen geradlinige Seitenlinien 
parallel zur Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden 
Schrägschnittflächen ist. 

Der Inhalt bezw. Mantel eines solchen Gylinders ist 
J=F.h' bezw. M=:u.h% wobei jP die Fläche, u der 
Umfang des Normalschnittes zur Achse ist. Dadurch be- 
stätigt sich zunächst die Geltung der beiden Guldinschen 
Regeln für die vorliegende Fläche. 

Die Seitenkanten des Gylinders sind dabei, wie es die 
Ouldinsche Flächenregel erfordert, Orthogonalkurven der 
Ereisschnitte. Diese können mit beliebiger Annäherung 
dadurch konstruiert werden, dafs man von Ereisschnitt zu 
Ereisschnitt „Gerade" zieht, die parallel zu den geraden 
Verbindungslinien der entsprechenden Mittelpunkte, also zu 
M^M^j M^M^j ^8^4 ^' s. ^- ®^^) wobei von Geraden selbst- 
verständlich nur dann gesprochen werden kann, wenn die 
Ereisschnitte unendlich nahe aufeinander folgen. 

In Figur 102 ist diese Eonstruktion durchgeführt, und 
zwar der Deutlichkeit halber für weit auseinander- 
liegende Ereisschnitte, so dafs dort auf Genauigkeit 
nur geringer Anspruch gemacht werden kann. Die 
Schar der Orthogonalkurven ist im Grund- und Aufrifs in 
das Polygon der Hilfsgeraden einzuzeichnen. Die Eurven 
entsprechen stückweise einer Guldinschen Bewegung des 
Ereissehnitts um einen wandernden Punkt /u^. 

Damit ist das System der beiden Arten von 
Erümmungslinien mit beliebiger Genauigkeit 
konstruiert. 

Die E^reisschnitte sind E^rümmungslinien, weil die in 
den Punkten jedes einzelnen errichteten Lote einander 

HoUmftller, Stereometrie IH. 13 
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schneiden, nämlich die Mittelpunkte der Engel. Die zweite 
Schar von Erttmmnngslinien ist orthogonal zn den Ejreis- 
schnitten, entspricht also den gezeichneten Kurven. Die 
längs einer Kurve zweiter Art auf der Fläche errichteten 
Lote schneiden einander der Beihe nach paarweise längs 
einer Oratlinie, die mit Hilfe der Krttmmungscyklide zu 
bestimmen ist. 

Die Schmiegungsebenen der Krfimmungslinien zweiter 
Art sind längs eines Kreisschnittes parallel zu der Schmie- 
gungsebene des Mittelpunktsweges fttr den Durchschnitts- 
punkt mit der Ebene dieses Ereisschnittes. Sämtliche Linien 
haben dort ein und dieselbe Krttmmungsachse, die der 
Schraubenlinie der Mittelpunkte, über die noch besonders 
zu sprechen ist. Weiteres ttber den Verlauf der Krttmmungs- 
linien folgt unten. 

§ 180) Krttmmungscyklide, Krümmungsradien 
und Oaufs'sches Krttmmungsmafs der Schrauben- 
röhrenfläche. 

Jeder Kreisschnitt und die Krttmmungsachse fttr den 
zugehörigen Punkt der Schraubenlinie der Kugelmittelpunkte 
bestimmen eine Drehungscjklide, die eben durch Drehung 
des Kreisschnittes um die Krttmmungsachse entsteht. Diese 
Cyklide und die Schraubenröhrenfläche fallen längs des 
Kreisschnittes zusammen« Die Kreisschnitte zweiter Art der 
Cjklide sind die Krttmmungskreise fttr die entsprechenden 
Krttmmungslinien der Schraubenröhrenfläche. Da die 
Krttmmungsyerhältnisse der Drehungscjklide bekannt sind, 
und sie mit denen der Schraubenfläche nach dem Gesagten 
ttbereinstimmen , und da endlich alle hierhergehörigen 
Krttmmungscykliden kongruent sind, so sind die Krttmmungs- 
yerhältnisse fttr jede Stelle der Schraubenröhrenfläche 
bekannt. Sind wieder r^, y oder h und r gegeben, so ist 
in jedem Punkte der Fläche der eine Krümmungsradius 
gleich r, der andere ist gleich dem Radius der entsprechenden 
äufseren Bertthrungskugel der Krttmmungscyklide, also, wenn 
der eine Krttmmungsradius r mit r^ oder dessen Verlängerung 

T 

mit der positiven Bichtung des Badius — \- der Cyklide 
den Winkel ^ bildet, ^^» ^ 

L. . \^J^ K ^ eos ^1 = ^+^cos^cosV 
>s ^ |_cos* y 7' J cos ^ cos* y 



^ eo&^ 
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Das Ganfssohe ErttmmangsmalB ftlr den betreffenden 
Punkt der Cyklide und der Sehranbenröhrenfläche ist also 

j, i i cos*co8*y 



r q r(rj -j-r cos ^ cos* y)* 

Für den äufsersten und innersten Pnnkt des Kreis- 
schnitts ist cos^= i bezw. eos^ = — i, fttr den höchsten 
nnd niedrigsten Punkt ist cos ^ = 0. Dies giebt besonders 
einfache Werte. Fttr den letztgenannten wird das Erümmnngs- 
mafs K = Oj dort findet also der Übergang yom positiven 
zum negativen Erttmmnngsmafse statt. 

§ 181) Gesetzmäfsige Einteilung der Schrauben^ 
röhrenfläche mittels der Erttmmungslinien. In 
Figur 23 ist die Drehungscjklide durch ihre beiden ein- 
fachsten Ejreisschnitte (Meridiane und Parallelkreise) in 
ein System ähnlicher Rechtecke, z. B. Quadrate eingeteilt. 
Solcher Einteilungen isothermischer Art sind unendlich 
viele möglich, denn es ist nicht nötig, dafs sie mit dem 
äufseren Äquator beginnen. Man denke sich einen (un- 
endlich schmal anzunehmenden) Meridianstreif der 
Figur 23 mit einer solchen quadratischen Einteilung aus 
der Cyklide herausgeschnitten und auf eine Schraubenröhren- 
fläche aufgelegt, deren Erttmmangscyklide mit dieser Cyklide 
übereinstimmt. Diese Auflegung ist nach dem Gaufsschen 
Satze von der Abwickelbarkeit von Flächen identischen 
Krttmmungsmafses auf einander möglich. Der Streif kann 
auf der Röhrenfläche verschoben werden, aber nicht in be- 
liebiger Weise, sondern nur so, dafs jeder seiner Punkte 
sich auf einer der Schraubenlinien der Fläche bewegt. 
Denkt man sich die einzelnen Lagen so aufeinander folgend, 
dafs jeder Streif von den beiden Nachbarstreifen berührt 
wird, so würden die quadratischen Einteilungen so auf- 
einander folgen, wie es bei zwei solchen Ringstreifen im 
Gtundrifs der Figur 102 dargestellt ist, d. h. die Einteilungs- 
linien des einen Ringstreifens sind nicht die Fortsetzungen 
der Einteilungslinien des anderen. In diesem diskontinuier- 
lichen Sinne läfst sich die Schraubenröhrenfläche durch die 
Teile der Erümmungslinien mit einem Netze von Quadraten 
überziehen. 

Jede der Ringstreif-Einteilungen ist unter wiederholter 
Voraussetzung unendlich kleiner Ringbreite so beschaffen, 
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dafs Inversion in Bezug auf gewisse Punkte der jedes- 
maligen Erümmungsaehse stattfindet. Im Falle der Figur 

z. B. gehen die Geraden 0,8, 1,7, 2,6, 3,5 und die Tangente 
des Ereisschnitts im Punkte 4 durch denselben Punkt (x der 
Erümmungsaehse. Ebenso gehen die Tangente in 3 und 

die Geraden 2,4, 1,5, 0,6 u. s. w. Durch einen andern Punkt 
der (schräg auf der Zeiehnungsebene zu denkenden) Erüm- 
mungsaehse. Entsprechendes findet mit den homologen 
Punkten der anderen Streifen statt. Man hat also ein von 
Ereisschnitt zu Ereisschnitt stattfindendes Inversionsverhalten 
in Bezug auf aufeinanderfolgende Punkte ^u. 

Wie ein solcher Ereisschnitt von fi aus einzuteilen ist, 
wenn der Punkt des äufseren Äquators und der des iuneren 
zur Einteilung gehören sollen, ist aus Bd. I bekannt und in 
der nachstehenden Figur 103 im Grundrifs noch einmal 
durchgeführt. Tangente fi^ 4 an den Ereis rechts giebt 4, 

Gerade 0,4 bis zur Projektion der Ejrümmungsachse giebt 
H^, Tangente H^ 2 giebt 2, Gerade ^/u^ giebt 6, Gerade 02 
giebt einen Schnittpunkt J^ auf der Projektion der Ejrüm- 
mungsachse, Tangente J^ 1 giebt den Punkt 1, Gerade 1 H^ 
giebt 3, Gerade 3 fi^ giebt 5, Grade 1 (x^ giebt 7 u. s. w. 
Die Teilung ist am links liegenden Ereise wieder- 
holt und dort durch einfache Projektion auf den 
elliptisch erscheinenden Ereisschnitt übertragen. 
Damit ist die Möglichkeit der quadratischen Einteilung eines 
solchen Bingstreifens auf konstruktivem Wege nachgewiesen. 

Eine andere Einteilung ist folgende: Man denke sich 
die soeben besprochene quadratische Einteilung eines Bing- 
streifens durchgeführt und durch die Teilpunkte Erümmungs- 
linien zweiter Art gelegt und beiderseits bis ins Unendliche 
fortgesetzt. Die Ereisschnitte sollen ebenso, wie vorher, 
regelmäfsig aufeinander folgen. Dadurch entsteht eine Ein- 
teUung der Fläche in Bechtecke. Die Fortsetzung der 
Erümmungslinien giebt aber keine isothermische 
Einteilung, wie unten nachgewiesen werden soll. Es ent- 
steht nur eine Einteilung in „Bechtecke", aber nicht in 
ähnliche Bechtecke. 

■ 

Vorläufig sei zd Figur 102 nor bemerkt, dafs im Aaf- 
rifs BB^ =CiC^= DJ)^ = ... ist. 
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Denkt man sich einen der dortigen Ringstreifen längs 
der Böhrenfläche herabgleitend, so yerschiebt sich jeder 
Pnnkt anf der entsprechenden Schraubenliniey und dabei 
nimmt D^Dg der Reihe nach die Lagen C^C^y BB^ n.8. w. 
an. Die Fläche AA^B^B ist dabei kongruent Kj^K^C^C^, 
und daher findet beim Herabgleiten jedes Ereis- 
schnittes eine Kombination Ton Guldinscher Be- 
wegung und Umdrehung um die augenblicklichen 
Tangenten des Mittelpunktsweges statt. Durch die 
Zusammensetzung beider Bewegungea entsteht die 
Schraubenbewegung. Die Drehung des Eireisschnittes 
um den Winkel a fällt naturgemäfs an der innersten 
Schraubenlinie am stärksten, an der äuTsersten am schwächsten 
auf, und so entstehen die kleinen Steigungswinkel aufsen, 
die gröfseren auf der Innenseite. 

§ 182) Noch klarer wird der Bewegungsvorgang durch 
die Zeichnung der Schraubenlinien der Fläche, die 
durch die so konstruierten Teilpunkte der Kreis- 
schnitte gehen, und durch die Konstruktion der 
Orthogonalkuryen dieser Schraubenlinien. Die Ein- 
teilung der elliptischen Kreisschnitte ist schon oben be- 
schrieben worden, die Konstruktion der Schraubenlinien, die 
durch die Teilpunkte gehen, ist im Grundrifs, wo sie als 
konzentrische Kreise erscheinen, am bequemsten. Die Ver* 
Zeichnung im Aufrifs geschieht folgendermafsen : Man projiziere 
die Teilpunkte i bis 8 des links im Grundrifs befindlichen 
Kreises auf dessen senkrechten Durchmesser, was Teilpunkte 
a^, ßj^j Äj, dj bis tj giebt. Diese Punkte sind auf der unteren 
Hälfte synmietrisch zu wiederholen. Der Durchmesser ist 
im Aufrifs in die Lage PQ zu bringen. An diesem Kreis- 
schnitte sind a, ßy y yom, die übrigen Punkte bis i hinten 
zu denken. Am Kreisschnitte 72 iS sind die hinteren Punkte 
zu vorderen geworden. Durch die Teilpunkte gehen die 
Schraubenlinien. 

Die Orthogonalkurven können wiederum nur angenähert 
konstruiert werden, und zwar folgendermafsen. Im Aufrifs 
erscheinen die Schraubenlinien längs der senkrechten 
Mittellinie der Figur in ihrer richtigen Steigung und die 
Normalebenen sind daher senkrecht gegen diese Linien zu 
zeichnen und erscheinen in der Gestalt dieser Lote. Man 
zeichne von jedem Schnittpunkte der Mittellinie ein solches Lot 
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nach oben bis znr nächsten sehr nahe zu denkenden Schraoben- 
linie. Den Endpunkt jedes Lotes projiziere man in den 
Gnmdrifs, wo die entsprechende „Gerade" wieder als solche 
erscheint. Im Gmndrifs drehe man die Geraden längs der kon- 
zentrischen Kreise ohne jede sonstige Änderung so weit, dafe 
sie einen ununterbrochenen Linienzug bilden. In das ent- 
stehende Polygon sind nun die Orthogonalkurven des Gnmd- 
risses mit beliebiger Genauigkeit einzuzeichnen. Je zahl- 
reicher die Teilpunkte des Kreises sind (in der Figur 16^ 
besser 32, 64, 128 u. s. w.) um so genauer stellt die ge- 
brochene Linie die Kurve selbst dar. 

So sind die orthogonalen Grundrifskurven der Figur 104 
entstanden. Die gestrichelten Teile sind dabei symmetrisch 
zu den ausgezogenen sichtbaren Teilen. Je ein ausgezogener 
und ein gestrichelter Teil bilden einen Umgang einer 
solchen Kurve. Alle Umgänge sind kongruent. Jede 
Kurve kann nach einem oder mehreren Umgängen scheinbar 
schliefsen, auch nach Bruchteilen von mehreren Umgängen. 
Das scheinbare Schliefsen kann aber auch erst nach un- 
endlich vielen Umgängen erfolgen. Solche Kurven sind 
unter gleichen Abständen in den Gruudrifs einzuzeichnen» 
Die Schnittpunkte sind aus dem Gmndrifs leicht in den 
Aufiifs zu tibertragen. 

Auch diese Einteilung ist noch keine iso- 
thermische. Sie ist aber eine gesetzmäfsige und hat 
einige bemerkenswerte Eigenschaften. Jedenfalls läfst sie 
die Fläche im Aufiifs,,sehr plastisch erscheinen und ist 
somit ein instruktives Übungsbeispiel für die darstellende 
Geometrie und die Handhabung von InlSnitesimalkonstruktionen. 
Daher soll noch einiges über sie gesprochen werden. 

§ 183) Einige Eigenschaften der in Figur 103 
gegebenen Einteilung. Zunächst sind die in dem Streifen 
zwischen je zwei benachbarten Schraubenlinien befindlichen 
„Rechtecke'' kongruent, ist also eins davon ein Quadrat, so 
sind sämtliche Rechtecke dieses Streifens Quadrate. Daraus 
folgt, dafs die Schraubenlinien und ihre Orthogonalkurven 
isothermische Linien sind und eine besonders zu unter- 
suchende isothermische Einteilung ermöglichen, um die es 
sich hier noch nicht handelt. 

Verbindet man in Figur 103 einen der Schnittpunkte 
der Einteilung mit dem zugehörigen Punkte ^i der Achs^ 



Die ScbraabQnröhrenfläche. 201 

der Erttmmungscyklide, so erhält man als zweiten Schnitt- 
punkt mit der Schraubenfläche einen Punkt einer anderen 
der gezeichneten Schraubenlinien. Verbindet man jede der 
vier Ecken eines der Rechtecke mit dem ihm zugehörigen 
Punkte ^, so erhält man als Schnittpunkte mit der Fläche die 
Ecken eines Vierecks, welches zur Einteilung gehören kann, 
aber nicht mufs. Jedenfalls ist das Rechteck kongruent dem 
Rechtecke des zugehörigen Schraubenlinienstreifs und kann in 
diesem in eine der Einteilung entsprechende Lage verschoben 
werden. In diesem Sinne findet eine Art von Zuordnung 
statt, bei der es sich um Inversionen von Punkt zu Punkt 
mit wanderndem f^ handelt. Sind P^ und P^ so zu- 
geordnete Punkte, so ist ^P^.fiP^ = t^, wobei t die Länge 
der von /u aus an die entsprechende Berührungskugel ge- 
legten Tangente ist. Die Punkte P^ und P^ liegen auf 
dem zugehörigen Schnittkreise. Weil das Centrum der 
Inversion wandert, sind die einander so entsprechenden 
Rechtecke im allgemeinen nicht ähnlich. 

In Figur 104 sind die Diagonalkurven des so 
konstruierten Rechtecksnetzes gezeichnet. Sie lassen 
ebenfalls die Fläche in hohem Grade plastisch erscheinen. 
— Diese Diagonalkurven stellen aber nicht Loxodromen der 
Fläche dar. Nur bei geringer Steigung h für den Umgang 
nähern sie sich solchen mehr und mehr. 

Der nicht isothermische Charakter der Teilung ergiebt 
sich schon durch folgende einfache Betrachtung. Ein an die 
äufserste Schraubenlinie der Figur 103 anstofsendes Quadrat 

habe die kleine Seite a = — Vh^ + ^ ^* (^i + ^)^ ^- ^ *®^ 

n*«* Teil des Umgangs dieser Schraubenlinie. Bei wanderndem 
Inversionscentrum erhält das durch die Transformation ent- 
stehende neue Rechteck als Seitenlänge an der innersten 

i 

Schraubenlinie a^ = — Vh^ -|- 4 tt * (r^ — r) *, wofür man 

auch schreiben kann 



«i = «V 



A2_|_4^a(rj— r)« 



a^ ist nämlich der n^ Teil der letzteren Schraubenlinie. 
Dagegen wird die orthogonale Rechtecksseite 
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Demnach sind die nenen Rechtecksseiten verschieden . 

von einander, nnd es handelt sich nicht mehr am ein ' 
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Quadrat Nur bei geringer Steigung h könnte Figur 104 
zur Yeranschaulichung der Loxodromen dienen, demgemäfs 
auch Figur 103 zur angenäherten Yeranschaulichung einer 
isothermischen Einteilung. 

§ 184) Eine Verallgemeinerung der obigen 
Bechtecksteilung ergiebt sich durch Figur 105, yfo VW 
die Erttmmungsachse bedeutet 
und die Teilung mit einem 
beliebigen Punkte A (statt mit 
einem Punkte des äufseren 
Äquators) beginnen soll. Man 
ziehe die Tangente AM und 
dann die Tangente MB^ und 
die Sekante ABM^. Von M^ 
aus ziehe man die Tangenten 
M^C und M^D, worauf CD 
durch M gehen mufs. AB und 
CD schneiden sich im Pole 
der Krümmungsachse. Die 
Sehne A C giebt einen Schnitt 
Jlfj, AD einen Schnitt Jfg. 
Zu M^ gehört die Polare GH, 
zu M^ die Polare EF. Da- 
mit hat man die Teilung des 
Kreises in acht Teile der be- 
treffenden Art. Die Teilung 
kann beliebig weit fortgesetzt 
werden. 

if, M^, M^j M^ sind dabei 
Mittelpunkte von Orthogonal- 
kreisen, die sich im Punkte 
P so schneiden, dafs die Tan- 
genten in P unter gleichen 
Winkeln auf einander folgen. 
Dies giebt eine neue einfache 
Konstruktion. ^«f- 105. 

Die neue Teilung ist ebenso, wie die vorige, auf die 
als Ellipsen erscheinenden Kreisschnitte der Schraubenröhren- 
fläche zu tlbertragen. 
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§ 185) Dies fuhrt natorgemäfs darauf, zur Untersuehung 
solcher Einteilungen statt der gewöhnlichen Koordinaten für 
den Querschnitt der Krttmmungscyklide Bicireular- 
koordinaten anzuwenden. P und Q mögen die Büschel- 
punkte des orthogonalen Ejreisbtlschels für die durch die 
beiden Schnittkreise und die Erümmungsachse VW bestimmte 
Kreisschar sein. Der Eireis A hat dann die Gleichung 

p _PB _ t — {ß — r) _t — ^-|-r 
~q~~QB~ t+is — r) — t + p-r' 

oder, wenn man den letzten konstanten Bruch mit e ^=k 
bezeichnet, 



1) 



-^z=e =k oder Igp — lgq = c = Igk, 
9 



Hier hat t die Länge der Tangente von M an den Kreis- 
schnitt der Gyklide. 




Durch P, Q und den freien Ekidpunkt eines beliebigen 
Radiusyectors j?, zu dem noch ein zweiter q gehört, ist ein 
Kreis des Kreisbüschels bestimmt, der über FQ einen 
Peripheriewinkel d spannt, wobei ö der Unterschied der 
Neigungen q> und % ^ ^ ^^^ Badii yectores p und q ist. Der 
betreffende Büschelkreis hat demnach die Gleichung 

2) g> — x = 
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Läfst man ö Werte annehmen, die eine arithmetische 
Beihe bilden, so hat man Büschelkreise, deren Tangenten 
unter konstantem Winkel auf einander folgen. 

Jeder Punkt des Ereisschnittes ist durch ein bestimmtes 
d festgelegt. 

Will man die Bicircularkoordinaten ( — ) = * und 

{<P — x) = ^ löit den zum Kreise A gehörigen Polarkoordinaten 
in Beziehung setzen, so mufs noch die Centrale PQ=2t 
gegeben sein. Man achte auf folgendes : 

q ^"|"P — ^*' 

also 

*(i-*) = (^ — r)(i+A) 

und 

3) ^-'• = *^i- 
Dazu kommt 

4) (p + r)(p-r) = <» 

also durch Division 

5) » + ' = 'S 

Ans 4) and 5) folgt durch Addition bezw. Subtraktion 

7) ^ = T 



'■ ^-(f) 



Damit ist r durch ( — ) and t ausgedrückt. 
Aus Dreieck PQK folgt 
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Setzt man -~- f ttr g ein, so folgt nach den entsprechenden 
Umformnngen 

8) !>• = 



i+p— 2*co8a* 

Aus Dreieck PAK folgt 
jo«=r«-f PI*— 2rP3co8;» = r«+(p— t)«— 2r{ß— Ocos^, 
also 

2r(p — <) 

Setzt man hier die Werte von p^j r nnd {q — f) nach 

2Pt 
Gleichung 8), 7) und aufserdem q — <=j — ^ eui, »o wird 



4e«P 4Pi* 4k^t 



2 



^ i+P— 2Aco8d (i— **)" (i—ky 



1—k^ 1—k^ 

Dies reduziert sich schliefslich auf 

(i4-*«)cosd — 2* 



9) ^^s^-(i_4.p)_2Aeosd- 

Durch 7) und 9) sind r und ^ durch ^ = ä, d=(y — %) 
und ^ ausgedrückt. In ähnlicher Weise lassen sich x und y 
durch ( — ) und (q> — x) ausdrücken. Auch die umgekehrten 

Beziehungen sind leicht herzustellen. 

§ 186) Die isothermische Einteilung der 
Schraubenröhrenfläche durch die Schraubenlinien nnd 
deren Orthogonalscharen kann durch mehrere Arten von 
Infinitesimalkonstruktion mit beliebiger Genauigkeit durch- 
geführt werden. Am bequemsten geht man von zwei mög- 
lichst nahe benachbarten Orthogonalkurven aus. Man denke 
sich eine der Schraubenlinien gezeichnet, z. B. die äufserste. 
Innerhalb des so bestimmten Streifens zeichne man durch 
einen der Schnittpunkte eine unter 45^ schneidende Linie, 
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sei es eine solche, wie sie der betreffende Orthogonalschnitt 
der Fläche giebt, sei es die durch einen straff gespannten 
Faden yorgezeichnete geodätische Linie, was mit zu- 
nehmender Kleinheit auf dasselbe Resultat führt. Wo diese 
Kurve die andere Orthogonalkurve trifffc, da liegt der Punkt, 
durch den die neue Schraubenlinie zu legen ist Mit den 
Durchschnitten der letzteren verfahre man wie vorher. Die 
jedesmalige zweite innerhalb des entstandenen Quadrates 
liegende unter — 45 ^ schneidende Kurve giebt eine brauchl)are 
Kontrolle. Statt dessen kann man aber, wenn der Streifen 
hinreichend schmal ist, mit dem Zirkel den fast geradlinigen 
kleinen Bogen der gegebenen ersten Schraubenlinie messen 
und diesen auf einer, oder zur Kontrolle auf beiden Ortho- 
gonalkurven abtragen, so dafs die Konstruktion des ersten 
Quadrates wie in der Ebene geschieht. Mit dem zweiten 
kleineren ist entsprechend zu verfahren. — Ist ein Umgang 
des Streifens auf diese Weise mit Quadraten angefttllt, so 
hat man auf der gegebenen Schraubenlinie mit dem Zirkel 
Punkte zu markieren, die unter gleichen Abständen auf- 
einanderfolgen. Durch diese sind weitere Orthogonalkurven 
zu legen. 

Verlangt man nicht eine quadratische Einteilung, son- 
dern nur eine solche in ähnliche Rechtecke, so kann man 
es so einrichten, dafs die Reihe der letzteren nach einem 
Umgange genau schliefst 

Diese Art der Verzeichnung hat, wie jede Infinitesimal- 
konstruktion, nur einen Veranschaulichungswert. Selbst- 
verständlich kann die darstellende Geometrie auch folgender- 
mafsen verfahren. Zum Schnittpunkte der ersten Schraubenlinie 
und der ersten Orthogonalkurve gehört eine Tangentialebene 
(der Fläche), die durch die entsprechenden Tangenten 
bestimmt wird. Die Tangentialebene werde im Grund- und 
Aufrifs gezeichnet In ihr ist dann nach den Methoden der 
darstellenden Geometrie der rechte Winkel zu halbieren. 
Die kurze Halbierungslinie wird ebenso wie vorher, an- 
genähert als Kurve der Fläche betrachtet 

Die korrekte Konstruktion ist nur in der inneren An- 
schauung möglich, denn auch die genauesten Berechnungen 
geben nur Annäherungskonstruktionen. 

Mit Hilfe des Quadratnetzes oder Rechtecksnetzes ist 
man imstande, alle möglichen Loxodromen der Schrauben- 
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röhrenfiäohe mit beliebiger Genauigkeit zn konstruieren. 
Diese Loxodromen sind bei übereinstimmenden 
Schnittwinkeln sämtlich kongrnent, auch besteht 
jede ans lauter kongruenten Umgängen. Zahlreiche 
ihrer Eigenschaften lassen sich, wie bei den firtther be- 
handelten Loxodromen, ohne weiteres aus den Sätzen flber 
Gerade, besonders solchen der Geometrie der Lage, ableiten. 
Eine wesentliche Eigenschaft ist aber folgende : Denkt man 
sich die Schraubenfläche z.B. längs der innersten 
Schraubenlinie aufgeschnitten, so läfst sie sich so 
umbiegen, dafs die Schraubenlinien Kreise werden 
(vergl. das Boursche Theorem), die einer Umdrehungs- 
fläche angehören. Jeder Umgang jeder Orthogonal- 
kurve biegt sich dabei so, dafs er eine geschlossene 
Kurve näher zu untersuchender Art giebt. Die 
Loxodromen der ursprünglichen Fläche werden 
solche der neuen. Der loxodromische Charakter ist 
also bei diesen Biegungen invariant, ebenso jede 
quadratische Einteilung. Von der Anfangslage bis zur 
Schlufslage kann man Zwischenlagen der Art annehmen, daCs 
die Fläche längs des gemachten Schnittes geschlossen bleibt, 
die beiden Grenzlinien also aneinander hingleiten, dann 
werden nacheinander die verschiedensten Loxodromen zu 
geschlossenen Kurven. Auch kann die Verbiegung über die 
obige Schlufslage hinaus fortgesetzt werden. 

Jede dieser unendlich zahlreichen Verbiegungen ist ein 
Problem für sich und der näheren Untersuchung wert. Das 
Krümmungsmafs der Fläche ist, wie schon gezeigt wurde, 
dabei invariant. Kennt man also den Krümmungsradius der 
neuen Fläche für die eine Krümmungslinie, so kennt man 
auch den für die andere. 

Der Einteilungsmöglichkeit in ähnliche Bechtecke oder 
Quadrate entspricht die Möglichkeit, die Schraubenröhren- 
fläche konform auf einen beliebigen unendlich 
langen Parallelstreif der Ebene abzubilden, so, dafs 
entweder eine der Schraubenlinien, längs deren die Fläche 
aufgeschnitten zu denken ist, den Grenzen des Streifens ent- 
spricht, oder eine der Loxodromen. Der Parallelenschar, die 
durch die Grenzen des Streifens bestimmt ist, entsprechen 
in dem einen Falle Schraubenlinien, im andern eine Loxo- 
dromenschar, der Orthogonalschar von Parallelen in dem 
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einen Falle die in Figar 104 daxgestellte Orthogonalschax, 
im andern die orthogonale Loxodromenschar. Zeichnet man 
im ersteren Falle die Bilder der Kreisschnitte mit einiger 
Oenanigkeit ein, so erhalten diese beim Passieren der der 
änfsersten Schranbenlinie entsprechenden Geraden einen 
Wendepunkt. Der neue Schnittwinkel mit der orthogonalen 
Parallelenschar hat dort den kleinsten Wert, beim Passieren 
des Bildes der innersten Schraubenlinie den gröfsten. Dafs 
sie und ihre Orthogonalen keine Isothermen sind, ergiebt 
sich dabei auf den ersten Blick. 

Schlief^ungsprobleme nach Art der Steinerschen 
lassen sich zahlreich aufstellen. Schliefst die Beihe der in 
einem Loxodromenstreif liegenden Quadrate nach einem 
Umgange, so schliefst sie stets nach einem solchen, wo auch 
die Beihe der Quadrate beginne. In einen solchen Streifen 
lassen sich Bertthrungskurven einzeichnen, die der Ereisreihe 
in einem Parallelstreif der Ebene entsprechen. Auch diese 
können nach einem Umgange schliefsen. Dasselbe gilt vom 
Schlufs nach n Umgängen, wobei n eine beliebige reelle 
Zahl sein kann. 

Die Kreisschnitte sind geodätische Linien, denn 
einen kürzeren Umgang um die Fläche giebt es nicht. 
(Dadurch bestätigt sich ein allgemeineres Theorem, nach dem 
jede ebene Krümmungslinie eine geodätische Linie ist.) Näher 
soll hier auf die geodätische Geometrie nicht eingegangen 
werden. Nur sei bemerkt, dafs die Schraubenlinien der 
Sehraubenröhrenfläche geodätische Parallelkurven sind. 

Mit diesen Bemerkungen ist die Lehre von der Schrauben- 
röhrenfläche und den aus ihnen durch Yerbiegung ent- 
stehenden Flächen durchaus nicht erschöpft. Abgesehen 
Yon der geodätischen Geometrie giebt es hier noch mancherlei 
zu untersuchen, was auch für die allgemeine Flächentheorie 
Yon Interesse ist. Auch Übungsbeispiele für die darstellende 
Geometrie lassen sich in reicher Fülle anschliefsen. Diese 
Andeutungen beziehen sich nicht auf die Untersuchungen 
mittels der höheren Analysis, vielmehr sind sie auf lediglich 
elementare Forschungsmethoden zu beziehen. 
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Die Inversionsverwandten 

der Schranbenlinien nnd Scliranbenflaclien. 

Bemerkungen über Yerwandtscliaften 

nnd Transformationsgmppen. 



d) Vorbemerkungen über die Inversion, besonders über 
die Erhaltung der Doppelverhältnisse und Doppelwinkel 

naoh Möbius. 

§ 187) Zur Übung in der räumlichen Vorstellung and 

in den Methoden der synthetischen und darstellenden 

Geometrie sollen zunächst einige der behandelten Schrauben- 

i 
gebilde der Inversion E = — unterworfen werden. (VergL 

T 

Bd. I Seite 238 bis 250.) Dabei gehen Gerade über in 

Kreise durch das Inversionscentnun, Ebenen in Engeln, die 

durch das letztere gehen, Kugeln in Kugeln, wobei das 

Inversionscentram äufserer Ähnlichkeitspnnkt für Original 

und Bild wird. (Von der entgegengesetzten Inversion 

i 
R= soll abgesehen werden.) Geht eine Ebene durch 

T 

das Inversionscentrnm, so bleibt sie Ebene, geht eine Kngel 
durch das Inversionscentrum, so wird sie Ebene. Quadratische 
Einteilungen von Flächen werden wieder solche. Kubische 
Einteilungen des Raumes werden wieder solche. Die 
kubische Einteilung durch drei orthogonale Scharen von 
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Ebenen wird eine solche durch Engeki, die sämtlich durch 
das Inversionscentrttm gehen, wobei jede Schar dort eine 
gemeinschaftliche Tangentialebene hat. . Jede solche kubische 
Einteilung geht durch Inyersion von beliebigem Centrum aus 
wieder in eine solche über, dies sind aber auch die 
einzigen möglichen Einteilungen dieser Art. Alle 
anderen Orthogonalscharen , von Flächen geben Einteilungen 
in kleine unähnliche Rechteckskörper, die bei dieser Ab- 
bildung wieder in kleine Bechteckskörper ttbergehen, derart, 
dafs jedes einzelne seinem entsprechenden ähnlich ist. Dafs 
alle Schnittwinkel erhalten bleiben, ist in Bd. I ebenfalls 
nachgewiesen. 

§ 188) Für die Ereisverwandtschaft in der Ebene hat 
Mob ins einige Sätze abgeleitet, die sich auf gewisse 
Doppelverhältnisse beziehen und hier zur Anwendung 
kommen können. 

Sind j4, iS, C, D harmonische Punkte einer Geraden, so 
ist AB:BC=AD:CD oder Aß:{— CB) = AD:CD, 

also bei geeigneter Bezeichnung ^— — = — i. Unterwirft 

man das Gebilde von einem Inversionscentrum K aus der 
obigen Transformation, so geht die Gerade in einen Kreis 
durch das Gentrum der Inyersion über. Die Inyersions- 
strahlen yon K nach A^ B^ C, D sind harmonische, für sie 

ist also -7—7: . -;— ^ = — i. Die a, Ä y, ö sind Peripherie- 
sm/? smo '^" *^ 

Winkel des entstandenen Kreises, die Seimen ^j^^=p^, 

Bj^ C^ = jjL, C^D^ = r^y D^A^ = 8^ berechnen sich also, wenn 

r der Badius ist, mit Hilfe der Gleichungen sina = ^, 
sin /J = -^ u. s. w., also gilt auch für die Sehnen der Satz 

^-^-^ = -^ i. Waren dagegen -4, jB, C, D anharmonische 

pr 
Punkte mit dem Doppelyerhältnis ^— = A, so wird ebenso 

für die Sehnen des entstehenden Kreisyierecks ^^^ = k. 

14* 
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Möbias*) zeigt nun, daCsi, wenn ein ganz beliebiges 
Viereck mit den Seiten p^q^r^^ (nicht Kreisviereck), der 

Inversion unterworfen wird, das Doppelyerhältnis ^ = Jt 

ebenfalls in das gleiche 

Doppelverhältnis ^-^^ = k 

ttbergeht. Der Satz gilt 
auch ftlr ttberschlagene 
Vierecke. Bei der Trans- 
formation des Vierecks 
AB CD mit den Seiten 
p^ r, g, 8 und den Dia- 
gonalen V and w bleiben 
also erhalten die Doppel- 
verhältnisse 




/^ _ L V _ 



Äj, 



VW 



= k 



qs *' VW " pr 

Darin liegt das verallgemeinerte Gesetz über die 
Erhaltung der Doppelverhältnisse. 

§ 189) Ein entsprechender Satz gilt für die Gegen- 
winkel des Vierecks. Ist -45Ci> ein Kreisviereck, seist 
4-ABC'\-4'CDA = 180'', ebenso 4-300^ 4-01) A=i80''. 
Durch Inversion entsteht wieder ein Ereisviereck, die Summe 
von 180^ bleibt also bestehen. Ist dagegen AB CD ein 
allgemeines Viereck, m i&i 4- ABC -\- 4- CDA gleich irgend 
einer Winkelgröfse x, 4 BCD = DAB = 180^ — x. Bei der 
Inversion entsteht ein Viereck A^B^C^D^j für welches 
4A,B^C^-{-4 C^ D. A^ , ebenfaUs gleich x, 4 B^ C^ D^ 
-\-4D^A^B^ = 180^ — yi ist. Auch dieser Satz gilt für 

*) Die Beweise findet man im II. Bande der gesammelten Werke 
von Mob ins und in den Originaldracken der Verhandlungen der 
math. physikal. Klasse der EgL S. H. der Wissenschaften zu Leipzig. 
1) Über eine Methode, um von Relationen, welche der Longimetrie 
angehören, zu entsprechenden Sätzen der Planimetrie zu gelangen. 
V. 1852, 1 Seite 41—54. 2) Über eine neue Verwandtschaft zwischen 
ebenen Figuren, V. 1853, I, Seite 14—24. 3) Theorie der Ereisver- 
wandtschaft, 1855, II, Seite 531—595. 

In des Verfassers „Einfuhrong in die Theorie der isogonalen 
Verwandtschaften** findet man einfache Beweise auf Seite 40—43. 
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tlberschlagene Vierecke. Es bleiben also, wenn man die 
erste Winkelsnmme symbolisch (mit Möbins) durch (ABCD) 
darstellt, erhalten die Winkelsmnmen 

{ABCJD) = 7i^, [BCDA) = 180^ — yi^, {ABDC) = 7c^, 
{BDCA) = 180^— X3, {BCAD) =X3, {CADB) = 180^— n^. 

Dies ist das Gesetz von der Erhaltung der Summe 
der Gegenwinkel bei der Inversion, oder, wie 
Möbius abgekürzt sagt, von der Erhaltung der Doppel- 
winkel. 

§ 190) Nach Möbius und Bretsehneider ist dabei 

pr _ mi{BCA-{-ADB) _ 
qs ~ 8m(CAB-^BI)C) ~ »' 

qs __ BmlcAB-\-BDC) _ 
VW ~ sm (ABC-\- CDA) ~ ^' 
VW _ sin {ABC-{- CDA) _ 
^~ sin {BCA-{-ADB) ~ »' 

so dafs bei der Inversion auch diese Ausdrücke erhalten 
bleiben. Dabei ist kj^k^k^ = i. 

In diesen Sätzen liegen Erweiterungen von 
Sätzen der projektiven Geometrie. An Stelle der 
Geraden der letzteren sind Kreise als Träger der 
Punkte getreten. Die Geraden sind nur ein Sonder- 
fall der Kreise. 

Dafs bei der Inversion ein beliebiges kleines Linien- 

8 t^ 

Clement s in s^=-^ bezw. in s^ =3-^, je nachdem der 

spiegelnde Kreis den Radius i oder t hat, wurde schon in 
Band I bemerkt 

« 

ß) Die Abbildung des Kreiscylinders und des Kreiekegels 
und ihrer Lozodromen und die Abbildung der Sohrauben- 

gewinde durch Inversion. 

§ 191) Der Kreiscylinder geht durch Inversion 
in eine Gyklide über, die in einem Punkte sich 
selbst berührt. Man kann solche Cykliden als Cylinder- 
cykliden bezeichnen. Jede Schar von Schraubenlinien 
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desselben Steigungswinkels nnd ihre Orthogonalschar giebt 
eine Schar von Loxodromen der neuen Fläche nebst Ortho- 
gonalschar, die quadratischen Einteilungen des Cylinders 
werden solche der neuen Gjklide. Da die Abwickelung 
des Cylinders auf die Ebene sämtliche Loxodromen des- 
selben in gerade Linien verwandelt, kann man die Eigen- 
schaften der Geraden in der Ebene direkt auf die der 
cyklidischen Loxodromen übertragen. Insbesondere gehen 
die Sätze der Geometrie der Lage in solche der loxo- 
dromischen Geometrie dieser Cyklidenfläche tlber, wobei 
die Periodizität zu beachten ist, die dadurch entsteht, dafs 
jede UmroUang des Cylinders nur einem ebenen Parallel- 
streif entspricht, der tlbrigens durch die logarithmische Ab- 
bildung auf die ganze Ebene übertragen werden kann. Die 
Sätze über harmonische Strahlen und Punkte, über die 
Doppelyerhältnisse bei Strahlenbüscheln und Punktreihen 
suche der Leser selbst zu übertragen, zugleich aber ver- 
suche er, da die Ejreisschnitte und die Geraden des Cylinders 
in zwei orthogonale Scharen von Kreisen auf der ent- 
sprechenden Cyklide übergehen, die Sätze, über Doppel- 
verhältnisse und Doppelwinkel von. Möbius und Bret- 
schneider zu benutzen, Schlüsse über die Kreisscharen 
dieser Cyklide auszusprechen. Die Krümmungskreise der 
Schraubenlinien gehen in Krümmungskreise der cyklidischen 
Loxodromen über und lassen sich korrekt konstruieren und 
berechnen. Die Schmiegungsebenen der Schraubenlinien 
verwandeln sich in Kugeln, die durch das Centrum der 
Inversion und durch die Krümmungskreise gehen. Die 
Schmiegungskugeln der Schraubenlinien werden solche der 
cyklidischen Loxodromen. Jede dem Cylinder einbeschriebene 
Beihe von Berührungskugeln verwandelt sich in eine eben- 
solche Beihe von Kugeln, die einander paarweise berühren 
und die Cyklide in den Kreisschnitten der einen Art be- 
rühren. Die Berührungspunkte benachbarter Kugeln dieser 
Kugelreihe liegen für die neue Fläche auf einem durch das 
Inversionscentrum gehenden Kreise. Die Tangentialebenen 
des Cylinders verwandeln sich in Kugelscharen, welche die 
Cyklide in der anderen Gruppe von Kreisschnitten berühren 
und sämtlich durch das Inversionscentrum gehen. Je zwei 
dieser Kugeln berühren einander, schneiden aber alle übrigen. 
Diese Paare entsprechen je zwei parallelen Tangentialebenen 
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des Gylinders. Ist die erste Schar eine £eihe innerer Engeln^ 
so ist die zweite eine Schar auf serer Engeln; ist die erste 
eine Beihe änfserer, so ist die zweite eine Schar innerer. 
Es giebt aber einen Zwischenfall, für den änfsere und innere 
Engeln nicht unterschieden werden können. Diese drei 
Fälle entsprechen den drei Möglichkeiten, dafs das 
Inversionscentrum aufserhalb, innerhalb oder auf 
der Cylinderfläche gewählt wird. Die Mittelpunkte der 
Reihe der Berührungskugeln liegen entweder auf einer 
Hyperbel, oder auf einer Ellipse, oder auf einer Parabel. 
Die Ellipse kann eine Gerade werden. 

Demnach giebt es drei Haupttypen solcher 
Flächen; erstens solche, bei denen die Beihe von Be- 
rührungskugeln im Äufsenraum liegt, zweitens solche, bei 
denen sie im Innenraum liegt, und drittens solche, bei 
denen der Baum, in dem die Engeln liegen, sowohl als 
innerer, als auch als äufserer betrachtet werden kann. 
Ein Sonderfall des ersten ist der, bei dem das Inversions- 
centrum auf der Cylinderachse gewählt wird, wobei die 
Cyklide eine Drehungsfläche wird. Diese hat ein Büschel 
von unendlich vielen Symmetrieebenen und eine dieses 
Büschel orthogonal schneidende Symmetrieebene. Alle 
anderen Formen haben nur je zwei auf einander senkrechte 
Symmetrieebenen. 

Alle diese Formen sind aber nur Sonderfälle der all- 
gemeinen Dupinschen Gykliden. Sie geben also nichts 
Neues, bieten jedoch einfache Übungsbeispiele für die dar- 
stellende Geometrie. Deshalb sollen sie hier besprochen 
werden. 

§ 192) Figur 108 stellt den letztgenannten Fall in 
Grund- und Aiäifs dar. Die äufsersten Senkrechten sind 
die Aufrifslinien des Cylinders. Diese geben im Aufrifs, 
sobald man eine der Berührungskugeln des Cylinders zur 
Inversionskugel macht, zwei Berührungskreise, die einander 
im Inversionscentrum M berühren. Markiert man auf der 
einen Geraden Punkte -4, B,C^Dj... die in gleichen Ab- 
ständen aufeinander folgen, so erhält man auf diesen Ereisen 
durch die Verbindungslinien der Punkte mit M Punkte 
A^, B^j C^y D^ . . . durch welche horizontale Geraden zu legen 
sind. Diese sind Bilder von Ereisen, die den Ereisschnitten 
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des Cylinders entsprechen nnd die Cyklide isothermisch ein- 
teilen. Alle anderen Geraden des Cylinders geben bei der 
Inversion kongrnente Kreise, die im AnMfs als Ellipsen 
erscheinen, im Grundrifs dagegen als Gerade. Da nnn die 
horizontale Kreisschar des Aufrisses im Gmndrifs als eine 
Schar konzentrischer Kreise erscheint, so geben die Schnitte 
jedes der Grondriss-Kadien mit dieser Kreisschar Pnnkte, 
die, senkrecht nach dem AnMfs projiziert, Pnnkte der ent- 
sprechenden Ellipse geben. Dies erleichtert die Verzeichnung. 

War nun die Cylindereinteilung eine quadratische (oder 

eine solche in ähnliche Rechtecke), so wird auch die 

der Cyklide eine quadratische (bezw. eine solche in 

ähnliche Bechtecke). Die Diagonalkuiren der Quadrate 

geben zwei Loxodromenscharen zu +4J^, die ebenfalls 

eine quadratische Einteilung geben. In der Figur aber 

sind Loxodromen zu Winkeln a und 90^ -^a gezeichnet, 

i 
für welche tana = — ist, so dafs es sich um Diagonal- 

kurven von Doppelquadraten handelt. Ebenso kann man 
andere Loxodromen zeichnen. Die eigentliche Reihe der 
Bertthrungskugeln ist eine äufserliche. Sie ist leicht ein- 
zuzeichnen und berührt die Fläche in Kreisen der Horizontal- 
schar, welche ebenfalls eine isothermische Einteilung geben. 
Die Mittelpunkte liegen auf einer Geraden. Die inneren 
Berührungskugeln haben die Mittelpunkte auf einem Kreise. 
Nur je zwei gehören zu einer Beihe. Sie sind die Bilder 
paralleler Tangential-Ebenen des Cylinders. 

§ 193) Figur 109 stellt dar, was geschieht, wenn das 
Inversionscentrum innerhalb des Cylinders, aber 
excentrisch liegend (d. h. aufserhalb der Achse) an- 
genommen wird. Durch das Inversionscentrum geben dann 
zwei Symmetrieebenen des Cylinders, ein Hauptschnitt und 
ein Kreisschnitt Die Cylinderachse sei senkrecht, die 
Hauptschnittebene sei Aiünfsebene der Zeichnung. Die 
Cylindergeraden des Hauptschnittes geben bei der Inversion 
einen gröfsten und einen kleinsten Kreis mit den Mittel- 
punkten fi und [.ly Die Verbindungslinien der Punkte dieser 
Geraden mit dem Inversionscentrum geben auf diesen Kreisen 
gewisse Schnittpunkte. Ist der Cylinder durch Kreisschnitte 
isothermisch eingeteilt (gleiche Abstände), so erhält man 
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Kreiasehnitte der Cyklide mit Hilfe der betreffenden Haupt- 
schnittpnnkte des C^linders. Sind wie im vorigen Beispiele 
ans den Punkten B'o, ^, B't, , . , des Cjlinders Pimkte 
B., Bj,B^... der Cyklide geworden, ans den Cylinderponkten 
C;, a, C; . . . Punkte C C„C^... der Cyklide, so sind die 
Geraden 5„C„, ^jC^, B,C, .. . Bilder der Kreiasehnitte der 




Cyklide im AdfriTs. Diese sind leicht in den Onmdrils zn 
übertragen, wo sie als Ellipsen erscheinen, deren senkrechte 
Achse gleich der betreffenden Geraden ist, während die 
horizontale Achse gleich deren Projektion ist 

Alle „Geraden B^C^, B^C^, B^C,, . . . gehen dnrch den 
finiseren Ahnlichkeitspnnkt A der uieise ii ond ^ des Auf- 
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! risses. Ans der Bertihrungskagel jedes Ereisschnitts am 

! Cylinder entsteht nämlich durch die Inversion eine äafsere 

t Bertthmngskagel der Gyklide. Die Bertthnmgspnnkte sind 

I z. B. B^ und C!|, also mnfs nach bekanntem Satze der 

I Ereislehre die Verbindungslinie der Berührungspunkte durch 

A, den äufseren Ähnlichkeitspunkt gehen. Also: Die 

Ebene der einen cyklidischen Ereisschnittschar geht 

durch eine durch A dargestellte Achse. 

Die Gylindergeraden yerv^andeln sich in Kreise, die im 
Aufrifs als Ellipsen erscheinen, im Grundrifs dagegen als 
Gerade durch das Inversionscentrum, welches innerer 
Ahnlichkeitspunkt fttr die beiden dort einander berührenden 
Kreise ist. 

Die Figur ist leicht zu vollenden. Die Ellipsen lassen 
sich auf verschiedene Arten konstruieren. 

Die eigentliche Reihe der Berührungskugeln ist eine 
äufsere. Sie hat ihre Mittelpunkte auf einer Hyperbel, die 
in der Ebene des Hauptschnitts liegt. Die Hyperbel geht 
durch M und durch den Halbierungspunkt von BC^ was die 
beiden Schnittpunkte, also auch den Mittelpunkt giebt. Fällt 
man von letzterem aus Lote auf die beiden gemeinschaft- 
lichen äufseren Tangenten der Kreise (4, und fi^j so hat 
man damit ihre Asymptoten. Jede innere Reihe von Be- 
rührungskugeln besteht nur aus zwei solchen, den Bildern 
paralleler Tangentialebenen des Cylinders. 

War die Einteilung des Cylinders (durch Gerade und 
Kreise) eine isothermische, so wird auch die der Gyklide 
isothermisch. 

Die isothermische Einteilung kann aber auch 
selbständig geschehen. Soll z. B. der Äquator zur Ein- 
teilung gehören, ebenso die Gerade B^C^, so gehört auch 
B[Ci dazu. Die Tangente in B^ giebt auf der „Hauptachse^ 
den Punkt B, die Gerade B^I) giebt B^ und symmetrisch B^. 
Die Gerade Bi giebt B^ und symmetrisch Bi u. s. w. Damit 
ist die eine Kreisschar im Aufrifs erledigt. Ihre Projektion 
in den Grundrifs macht keine Schwierigkeit. Sollen im 
Grundrifs die Grerade J^L und die Horizontale «7^0 zur 
Einteilung gehören, so gehört auch «/, I dazu. Die Tangente 
L^E bis zur Achse ZA giebt E so, dafs OE den Punkt K^ 
giebt, zu dem symmetrisch der Punkt // gehört Die Gerade 
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IE giebt N und symmetrisch HI n. s. w. Die Richtigkeit 
der Konstruktion folgt ans der Inversion gegen die (>rtho- 
gonalkugel mit dem Mittelpunkte D und dem Radius DJB^, 

Sollen Jy^ und anch dessen Fortsetzung über J hinaus 
zur Teilung gehören, so beginne man mit der Tangente ZK 
und fahre in entsprechender Weise fort. 

Über die Loxodromen ist dasselbe zu sagen wie vorher. 

Die Gerade J^M ist Potenzlinie der Kreise /u nnd /u^ 
des Aufrisses. Die (rerade AZ ist Potenzlinie des gröfisten 
Kreises im Gmndrifs und des Punktes J^, d. h. alle 
Orthogonalkreise des grOfsten Kreises, die ihre Mittelpunkte 
auf AZ haben, gehen durch J. Die durch 0, i^, K^^ N^^ 
III ^ II y I gehenden folgen unter gleichen Schnittvnnkeln 
aufeinander. Der Orthogonalkreis Z geht durch K^^J^ I, der 
Kreis E durch LiJj^ HI u. s. w. Die Schnittsehnen dieser 
Kreise gehen sämtlich durch den Pol der Geraden AZ. Die 
entsprechenden Kugeln sind Orthogonalkugeln, welche die 
Fläche der Cykliden, die in den durch J^N^ J^K, J^L u. s. w. 
dargestellten Kreisen schneiden. Ebenso schneiden die 
Orthogonalkugeln, die im Aufrifs ihre Mittelpunkte (z. B. D) 
auf der Hauptachse haben, die Gyklidenfläche in der durch 
By C^, ^gCg, . . . dargestellten Kreisschar. 

Alle diese Eigenschaften sind allerdings von der all- 
gemeinen Dupinschen Gyklide her bekannt. Konstruktionen 
und Beweise ergeben sich aber hier in so einfacher Art, 
dafs die Figur ein lohnendes Beispiel für die darstellende 
Geometrie ist. 

§ 194) Figur 110 stellt dar, was geschieht, wenn das 
Inversionscentrum aufserhalb des Gylinders liegt 
Denkt man sich den Cylinder horizontal liegend und den 
durch das Inversionscentrum und die Cylinderachse gehende 
Ebene als Grundrifsebene, die Ebene des durch das Centrom 
gehenden Cylinderkreisschnittes als Aufrilsebene, so entsteht 
die in der Figur 110 dargestellte Cyklide. Der AufrüJs 
erscheint als Kreis mit Tangenten nach A^. Die sonstigen 
von A^ ausgehenden Geraden bedeuten die eine Gruppe von 
Kreisschnitten. Im Grundrifs handelt es sich um zwei ein- 
ander berührende Kreise mit dem inneren Ahnlichkeitspunkte 
J. Die durch J gelegten Geraden geben die andere Gruppe 
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von SchnittkreiseiL Diese geben, in den Aufrifs projiziert, 
Ellipsen, von denen die eine (gezeichnete) ein Kreis ist. 
Ebenso geben die im AnMfs als Gerade ersQheinenden 
Kreise im Gnmdrifs Ellipsen. 

Über die isothennisehe 
Einteilung braucht hier 
nicht besonders ge- 
sprochen zu werden, 
denn dies wttrde fast 
eine Wiederholung des in 
§ 193 Gesagten sein. Die 
eigentliche Reihe der Be- 
rtlhrnngskugeln ist hier 
eine innerliche. Ihre 
Mittelpunkte liegen auf 
einer EUlipse. Zwei von 
ihnen sind im Grundrifs 
gezeichnet. Jede äufser- 
liehe Reihe besteht nur 
aus zwei Kugeln, den 
Bildern paralleler Tan- 
gential -Ebenen des Gy- 
linders. Ebenso ist die 
Angelegenheit der Ortho- 
gonalkugeln (wie vorher) 
leicht zu erledigen, desgl. 
die der Loxodromen. Der 
Leser vollende die Zeich- 
nung selbst. 

Der Leser versuche 
femer, über^ die Lage 
der äufseren Ähnlichkeits- 
punkte je zweier BertLh- 
mngskugeln im Grundrifs 

einen einfachen Satz aufzustellen und dasselbe für die je 
zweier Bertlhrungskugeln im AuMfs von Figur 110 zu thun. 
Auch sonstige Sätze aus der Theorie der Kreisbüschel und 
Kreisscharen und aus der Theorie der reciproken Polaren 
und aus der Lehre von den Kreisberührungen geben zu 
interessanten Bemerkungen Anlafs. 




IIL Die 



§ 195) Der Fall, dmb dm 
Cyliiider Ik^ kl m Figv 111 
ist du Sondffifaill der TongCB, bei 
riUras mcndfieh grob» aleo 





K«. 111. 



Im GnmdriliB ist die Beihe von BerfihnmgskngelD an- 
gedeutet, deren Mittelpunkte jetzt auf einer Parabel liegen. 
AUe Bertthnmgssehnen BC,B^C^,B^C^... gehen durch J 
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und sind die Projektionen der einen Kreisschnittschar der 
Fläche. Sie geben zugleich eine isothermische Einteilung. 
Denkt man sich dort die Ereisschnittc durch halbkreisförmige 
Drahtbttgel zur Hälfte dargestellt, so erhält man schon eine 
deutliche Anschauung yon der Fläche. Die Ereisschnitte 
wachsen bis ins Unendliche an, der beide Beihen ab- 
schUefsende erscheint als die beiderseits ins Unendliche 
verlängerte Gerade KL. Die Fläche läuft also schliefslich 
in eine durch KL dargestellte Ebene aus, die gewisser- 
mafsen mit einem Henkelgriff versehen ist, der bei A^ 
unendlich dünn ist. 

Im Aufrifs ist die zweite Ereisschar AJ, AD^^ AD^y 
AD^^ . . . durch gerade Linien dargestellt. Dem Leser sei es 
überlassen, zu untersuchen, ob diese Linien, wenn sie eine 
isothermische Einteilung geben sollen, wie dort unter gleichen 
Winkeln aufeinanderfolgen dürfen. 

Um die Gestalt noch besser zu veranschaulichen, klappe 
man im Grundrifs die Figur um dO^ um, dann erhält man 
einen Sonderfall der Figur 247 des ersten Bandes, den- 
jenigen nämlich, bei dem die „Brücke" unendlich dünn 
erscheint. Wie die jedesmaligen Ellipsen zu konstruieren 
sind, erkennt man aus der Figur. Der Leser führe zur 
Übung in der darstellenden Geometrie die Konstruktion 
streng durch und versuche auch die Loxodromen der Fläche 
zu konstruieren. 

'§ 196) Aufgabe. Der senkrechte Ereiskegel mit 
der quadratischen Einteilung seiner Mäntel durch 
Gerade und Kreise soll der Inversion unterworfen 
werden, a) von der Eegelspitze aus, b) von einem 
beliebigen Punkte der Eegelachse, c) von einem 
beliebig im Innern liegenden Punkte, d) von einem 
Punkte aus, der aufserhalb, jedoch in der Normal- 
ebene zur Achse gelegen, welche durch die Spitze 
geht, e) von einem beliebigen Baumpunkte aus. 
Auch die loxodromischen und die Beihen der 
inneren und äüfseren Berührungskugeln sollen 
untersucht werden. 

Bemerkung. Es entsteht eine Cyklide, welche zwei 
Spitzen (Enotenpunkte) hat. Diese Cyklide besitzt zwei 
Ereisscharen, von denen die eine durch die beiden Spitzen 
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geht, die andere orthogonal zn dieser Schar liegt. Die eine 
Kügelreihe hatte ursprünglich die Berührungspunkte der 
Eugelpaare und die Mittelpunkte auf der Eegelaehse und 
berührte den Kegelmantel in seinen Kreisschnitten. Die 
Tangentialebenen berührten längs der Kegelgeraden. Aufser- 
dem giebt es zwischen den Kegelmänteln Reihen Yon Be- 
rührungskugeln, die von Drehungscykliden umschlossen sind, 
wobei gewisse Drehungscykliden einander berühren und zwar 
längs konzentrischer Kreise, während die Kegelmäntel in 
Punkten der Kreisschnitte von den Kugeln, in Kreisschnitten 
von den Cykliden berührt werden. 

Alle diese Kugelreihen und die Tangentialebene geben 
bei der Inversion wiederum Kugeln, die Cykliden werden in 
allgemeine Dupinsche Cykliden verwandelt. Die Loxodromen- 
scharen des Kegels werden wiederum Loxodromenscharen. 
Die quadratischen Einteilungen gehen wieder in solche über. 

Da die Loxodromen des Kegels zugleich Loxodromen 
von senkrechten Cylindem sind, deren Basis durch je eine 
logarithmische Spirale gebildet wird, so ist es zweckinäfsig, 
auch diese Cylinder der Inversion zu unterwerfen. Die 
Geraden der Cylinder gehen dabei über in Kreise durch das 
Inversionscentrum, eine der logarithmischen Spiralen ver- 
wandelt sich in eine logarithmische Doppelspirale oder Bi- 
circularspirale, d. h. sie durchschneidet die Kreise eines 
Kreisbüschels unter konstantem Winkel. Diese Kurve soll im 
nächsten Abschnitt genauer untersucht werden. Der Leser 
ist aber imstande, die Untersuchung schon jetzt selbständig 
durchzuführen. Die sonstigen Spiralschnitte des Cylinders 
verwandeln sich in gewöhnliche oder verallgemeinerte Kugel- 
loxodromen, die mit den Bildern der Cylindergeraden eine 
isothermische Einteilung für das Bild der Cylindeääche geben. 

Das Bild der Cylinderfläche und des Kegelmantels 
schneiden einander in einer gemeinschaftlichen Loxodrome 
der beiden neuen Flächen. 

Mit dieser instruktiven Transformation lassen sich 
zahlreiche Untersuchungen verbinden. Die Kreisschnitte 
und Geraden des Kegels werden Krümmungslinien der 
neuen Fläche. 

§ 197) Aufgabe. Die Schraubenröhrenfläche mit 
ihren Kreisschnitten und deren Orthogonalkurven^ 
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mit den Schranbenlinien and deren Orthogonalen, 
mit einer Seihe einbeschriebener Bertthrnngskngeln 
soll der Inversion unterworfen werden, nnd zwar 

a) Yon einem Punkte des Mittelpunktsweges aus^ 

b) von einem andern Punkte des Innenraums aus, 
€) von einem Punkte aufserhalb der Fläche aus, 
d) Yon einem Punkte der Fläche aus. 

Bemerkungen. Jede der Schraubenlinien der ge- 
gebenen Fläche ist zugleich Loxodrome eines gewöhn- 
lichen Ereiscylinders. Dieser Gylinder giebt eme Cjklide 
mit Berührungspunkt. Die Schraubenlmie geht in eine 
Loxodrome dieser Gyklide ttber. Eine Schar von Schrauben- 
linien dieser Art bestimmt das entstehende Bild der Schrauben- 
röhrenfläche, die dort unendlich geringen Durchmesser erhält, 
wo sämtliche Cylinderbilder ihren Berührungspunkt haben, 
nämlich im Inyersionscentrum. (Aus den konzentrischen 
Cylindem entstehen Gykliden, deren eine gemeinsame 
Symmetrieebene in einer Ereisschar geschnitten wird.) 

Jeder Erümmungskreis der Schraubenlinie verwandelt 
sich in einen Erümmungskreis, jede Schmiegungsebene in 
eine bestimmte Engel, die durch das Inversionscentrum und 
den entsprechenden Erümmungskreis der neuen Eurve geht 
Jede Schmiegungskugel der Schraubenlinie wird eine 
Schmiegungskugel der neuen Eunre. Die Reihe der ein- 
beschriebenen Engeln wird zu einer Beihe von Engeln, die 
der neuen Fläche ein- oder umbeschrieben sind und sie in 
Ereisschnitten berühren. Die neue Fläche hat also überall 
Ejreisschnitte, und diese und die orthogonale Eurvenschar 
sind ihre Erümmungslinien, so dafs auch das Erümmungs- 
mafs für diesen Punkt berechnet werden kann. (Dies ^t 
auch von den beiden vorangehenden Aufgaben.) Die iso- 
thermische Einteilung durch Schraubenlinien und ihre 
Orthogonalschar geht in eine isothermische Einteilung der 
neuen Fläche über. Dasselbe gilt von den orthogonalen 
Loxodromenscharen der SchraubenrOhrenfläche bezw. ihren 
Abbildungen. Jede Erümmungscyklide, die bei der Schrauben- 
fläche Drehnngscyklide war, verwandelt sich in eine all- 
gemeine Dupinsche Cyklide, die längs der Ereisschnitte, 

HoUmfllUr, Storeomeirie HL 15 



226 ni. Die Inverrionsverwandten der Schraubenlinien etc. 

mit denen sie die Fläche berührt, mit ihr nnd ihren Erttni' 
mnngslinien ttbereinstimmende KrttmmnngSYerhältnisse zei^^ 
was eine zweite Berechnungsart des Gaofsschen Krümmung^* 
mafses ermöglicht. 

Näher soll hier auf den Gegenstand nicht eingegangen 
werden, da im folgenden Kapitel an einer schwierigeren 
Fläche die Inversion dorchgeftihrt werden soll. 

§ 198) Die Inversion an Schraubenregelflächen ein- 
facher oder verallgemeinerter Art (Gerade durch Achse, 
Gerade nicht durch Achse gehend, abwickelbare Schranben- 
regelfläche, Mioimalschranbenregelfiäche u. s. w.) vorzunehmen, 
giebt ebenfalls eine Beihe lehrreicher Übungsbeispiele. 
Selbstverständlich kann man daher auch Schraubengewinde 
beliebigen Profils jener Transformation unterwerfen. Das 
letztere dürfte aber nicht von besonderem Werte sein. 
Höchstens das flache oder scharfe, oder das Halbkreis- 
gewinde würden interessantere Formen geben. 

y) AUgmeine Bemerkungen über Transformationsgrappen 

und Verwandtschaften. 

§ 199) Bemerkungen über Inversion und In- 
versionsreihen. Unterwirft man z. B. die Schrauben- 
röhrenfläche der Inversion auf mehrfache Wbise^ 
so stehen sämtliche neuen Flächen in Inversions- 
verwandtschaft, d. h. jede der neuen Flächen läfst 
sich durch Inversion mittels je einer geeignet ge- 
wählten Kugel direkt in jede andere verwandeln. 
Dies giebt eine Flächengruppe, die man als die Gruppe 
der Inversionsverwandten der Schraubenfläche 
betrachten kann, d. h. es giebt jedesmal eine Inversions- 
kugel im fiaume, welche irgend eine dieser Flächen in eüie 
aus den übrigen gewählte verwandelt und ebenso diese in 
die erstere transformiert. Die Transformation ist daher auch 
involutorisch. 

Verwandelt man so eine erste Fläche in eine zweite, 
diese in eine dritte, diese in eine vierte u. s. w. bis man 
endlich eine n^ Fläche erhält, wobei stets neue beliebig im 
Raum liegende Inversions-Eugeln mit neuem Badius zur 
Anwendung gelangen, so giebt es eine Inversionskugel, 
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durch die man direkt die erste der Flächen in die 
letzte verwandeln kann. Eine Reihe von Transformationen 
derselben Art, bei denen es möglieh ist, in solcher Weise 
die aufeinander folgenden Operationen durch eine einzige zu 
ersetzen, nennt man mit Lie eine Transformationsgrnppe. 
Die hier behandelte Inversion im Banme hat dso den 
Grnppencharakter im Sinne der von Lie nntersnehten 
Theorie der Transformationsgmppen. 

Es ist von Wichtigkeit, zn wissen, was bei einer solchen 
Transformationsgrnppe unveränderlich oder invariant bleibt 
Unterscheidet man nicht zwischen Gerader und Kreis, ebenso 
nicht zwischen Ebene und Kugel, so kann man nach den 
obigen Betrachtungen sagen: Bei einer Beihe von In- 
versionen geht jeder Kreis in einen Kreis, jede 
Kugel in eine Kugel über. Der Kreis- bezw. Kugel- 
charakter bleibt also erhalten. Insbesondere geht jeder 
Krtlmmungskreis in einen Kxttmmungskreis, jede Schmiegungs- 
kugel in eine Schmiegungskugel über. Jede Dupinsche 
Gyklide verwandelt sich in eine Dupinsche Gyklide, 
insbesondere jede Krtlmmungscyklide in eine 
Krttmmungscyklide. Jeder Winkel, möge er von zwei 
Kurven, oder von zwei Flächen, oder von einer Kurve und 
einer Eläche gebildet werden, bleibt erhalten, die Ver- 
wandtschaft ist also isogonal (sie ist, abgesehen von 
Kongruenz, Symmetrie, Ähnlichkeit, symmetrische Ähnlichkeit, 
die einzige räumliche Verwandtschiafl; isogonalen Charakters). 
Orthogonale Systeme von Kurvenscharen bleiben 
also solche, insbesondere gehen je zwei Scharen 
von Krttmmmungslinien in zwei Scharen von KrtLm- 
mungslinien, je zwei orthogonale Isothermenscharen 
wiederum in solche, isothermische Einteilungen 
wieder in solche ttber. Orthogonale Flächenscharen 
(je drei zusammengehörige Systeme) gehen wiederum 
in solche über. Besitzt die erste Fläche Beihen 
um- oder einbeschriebener Berührungskugeln, so 
besitzt sie auch die letzte. (Dabei kann aber um- und 
einbeschrieben vertauscht werden, was jedoch unwesentlich 
ist.) Schneiden sich vier Kurven einer Fläche in einem 
Punkte (so dafs die vier Tangenten in der Tangential- 
ebene liegen), und bilden die Tangenten der Kurven in 
diesem Punkte eine Gruppe harmonischer Strahlen, so ist 

15* 
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dasselbe bei der letzten Fläche der Fall. Bilden sie 
dagegen nicht harmonische Strahlen, so bleibt das 
Doppelverhältnis erhalten. Entsprechendes gilt yon 
je vier einander schneidenden Ebenen bezw. Engeln. Aneh 
die Doppeiverhältnisse nnd Doppelwinkel (im Sinne 
von Möbins und Bretschneider) bleiben erhalten. Ge- 
bilde, die gegen eine Kngel invers sind, geben 
inverse Gebilde gegen die nene Engel Die 
beiden im Baume möglichen kubischen Einteilungen 
bleiben solche. 

Gilt für eineBeihe vonum-oder einbeschriebenen 
Berührungskugeln, die sich etwa der ersten Fläche 
einbeschreiben lassen, ein Schliefsungsproblem im 
Steinerschen Sinne, so gilt es unverändert auch für 
die Eugelreihe der letzten Fläche. Entsprechendes 
läfst sich über Ereisreihen oder Ovalreihen, für die ein 
Schliefsungsproblem gilt, aussprechen. Auch die Poncelet- 
schen Schliefsungssätze für Tangentenreihen zwischen je 
zwei Sjreisen bleiben in gewisser Form bestehen. 

Eurz, man kennt bei einer solchen Transformations- 
gruppe, sobald man die Invarianten f flr eine Transformation 
kennt, dasjenige, was für eine endliche oder unendliche 
Folge solcher Transformationen gilt. 

Darin liegt eine grofse Ersparnis, denn zahlreiche 
Einzeluntersuchungen sind überflüssig und ganze Beihen von 
Sätzen lassen sich unmittelbar aussprechen. Der Förderung 
der Ökonomie des Denkens wird in hohem Mafse Bechnung 
getragen. 

§ 200) Auch mehrere aufeinanderfolgende 
Affinitäts-Transformationen lassen sich durch eine 
einzige ersetzen; ebenso besitzen aufeinander 
folgende Eollineations-Transformationen den Grup- 
pen-Charakter. Was bei ihnen konstant bleibt, ist im 
ersten Bande auseinandergesetzt worden. — Dagegen kann 
man die Transformationen mittels der reciproken Polaren 
im Baum (nach Poncelet) nur dann durch eine einzige 
ersetzen, wenn die Anzahl der Operationen eine ungerade 
ist, denn nur dann gehen Ebenen in Punkte, Punkte in 
Ebenen über. Handelt es sich aber um eine gerade Anzahl 
von Operationen, so gehen Ebenen in Ebenen, Punkte 
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in Punkte über. Eine beliebige Anzahl von Doppel- 
operationen läfst sich ebenfalls durch eine Doppeloperation 
ersetzen. Sieht man jedoch von dem Unterschiede ab, 
der darin liegt, daüs es sich einmal um Flächen handelt, 
die durch ihre Punkte bestimmt werden, das andere mal um 
Flächen, die von Ebenen umhüllt werden (Tangential- 
ebenen), so könnte man auch hier von einer Gruppe 
sprechen. Jedenfalls handelt es sich um Gruppen von 
Mächen, die in Polarverwandtschaft stehen (die man von 
einem noch allgemeineren Standpunkte aus als Dualitätsr 
Verwandtschaft bezeichnen kann. Ebenso konnte vorher 
von Inversions-^ Affinitäts-, Eollineationsverwandt- 
schaft gesprochen werden). 

Dafs bei der Polarverwandtschaft Gerade in Gerade^ 
harmonische Strahlen in harmonische Strahlen, anharmo- 
nische Strahlen in solche desselben Doppelverhältnisses 
übergehen, ist schon in Band I gezeigt worden. Pro- 
jektivische Punktreihen geben bei gerader Anzahl von 
Operationen projektivische Punktreihen, sonst projektivische 
Ebenenfolgen, projektivische Strahlenbüschel geben projek- 
tivische »Strahlenbüschel u. s. w. Kegelschnitte werden 
Kegelschnitte, Kegelschnittsflächen (Flächen zweiten Grades), 
die durch Punkte gebildet sind, werden Kegelschnitts- 
flächen, die in dem einen Falle (gerade) von Punkten, 
im anderen Falle (ungerade) von Tangentialebenen bestimmt 
werden. 

Wie die Inversion durch Kugeln vermittelt 
wurde, so findet hier eine Transformation durch 
Kugeln, oder durch irgend welche Kegelschnitts-« 
flächen (Flächen zweiten Grades) statt. 

Benutzt man zu einer Reihe von Polaritätstrans^ 
forma tionen die verschiedenst gestalteten und verschiedenst 
liegenden Kegelschnittsflächen, so giebt es (abgesehen von 
dem Unterschiede für gerade oder ungerade Anzahl, d. h. 
abgesehen von dem Falle Punkt = Punkt oder Punkt = Ebene) 
stets eine Kegelschnittsfläche, durch deren Benutzung man 
die erste Flächengestalt direkt in die letzte übertragen kann. 

Es liegt nichts im Wege, die hier behandelten Flächen 
auch durch die drei hier genannten Transformationen in 
neue Flächen zu verwandeln. Dafs freilich dabei wesentlich 
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neues gefunden wd, ist kaum zu erwarten. Es handelt 
sich nur um die Übung in der Raumvorstellung und etwa 
um Übungen in der darstellenden Geometrie. 

§ 201) In entsprechender Weise könnte man für 
Flächen von Verbiegungsverwandtschaft sprechen. Bei 
dieser sind invariant 1) die Winkel, die von einander 
schneidenden Kurven gebildet werden, 2) die Längen von 
Linien, 3) die Inhalte von Flächenteilen, 4) der 
Charakter geodätischer Linien, 4) der Charakter iso- 
thermischer Eurvenscharen und isothermischer Ein- 
teilungen, 5) das Gaufssche Erümmungsmafs für 
jeden JPunkt der ursprünglichen Fläche, so dafs z. B., wenn 
für diese erste Fläche die eine Schar von Ejümmnngslinien 
aus Geraden besteht, was das Erümmungsmafs Null giebt, 
auch für jede der durch Biegung entstehenden Flächen eine 
geradlinige Schar von Erümmungslinien vorhanden sein mufs, 
u. s. w.j 6) Minimalflächen bleiben Minimalflächen. 

So gehören z.B. zu derselben Biegungsverwandtschaft: 
Ebene-, allgemeine Cylinder-, allgemeine Eegel-, Tangenten- 
flächen von Baumkurven (z. B. abwickelbare Scliraubenregel- 
flächen) u. s. w. Einer weiteren Gruppe gehören an : Ein- 
mantelige Drehungshyperboloide, nicht abwickelbare 
Schraubenregelflächen (mit Ausnahme der Minimalschrauhen- 
regelfläche). Einer anderen Gruppe gehören an die Minimal- 
schraubenregelfläche, das Eatenoid und alle aus diesen durch 
Biegung entstehenden Flächen, zu denen viele besonders 
interessante Gebilde gehören. Femer gehört jede Schrauben- 
fläche mit einer bestimmten Drehungsfläche in dieselbe 
Yerbiegnngsgruppe. 

§ 202) Selbstverständlich hat sich der elementare Stand- 
punkt dieses Buches nur mit dem elementar Erreichbaren 
auf dem Gebiete der Verwandtschaften zu befassen, z. B. 
auch mit den elementaren konformen Übertragungen einiger 
der behandelten Flächen auf gewisse andere. Es sei jedoch 
darauf aufmerksam gemacht, dafs nicht alle Flächen für 
jede Art der Verwandtschaft gleich brauchbar sind. Bei der 
Inversionsverwandtschaft z. B. beschränke sich der 
Anfänger auf Ebenen, Engeln, Cykliden, Schraubenröhren- 
flächen, Spiralröhrenflächen und deren Inversionsverwandten; 
aber auch die Drehungsflächen, die durch Drehung einer 
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[ Schar logarithmischer Spiralen um einen Radiusvektor des 

I Systems entstehen, femer diejenigen Flächen, die durch 

Drehung eines Systems logarithmischer Doppelspiralen um 
die Verbindungslinie der Bttschelpunkte (Pole) entstehen, 
sind mit ihren Inversionsverwandten der elementaren Be- 
handlung zugänglich. Bei Affinitäts- und EoUineations- 
yerwandtschaft beschränke man sich auf Flächen vom 
höchstens zweiten Grade, ebenso bei der Verwandtschaft 
der Polarität oder Dualität. Der Verbiegung oder 
Abwickelung lassen sich zwar alle Arten von Flächen 
(eyent. aufgeschnitten zn denken) nnterwerfen, aber nicht 
immer ist die korrekte Konstruktion elementar durch- 
zuführen. 



Vierter AbBclmitt 



YeraUgemeinerte Böhrenflächen und ihre 

Inversionsyerwandten. 



a) Die logarithmisohe Spiralröhrenflftohe und die 

logarithmisohe Spirale. 

§ 203) Erste Entstehnngsart und vorläufige Be- 
schreibung. Der Mittelpunkt einer Engel mit ver- 
änderliehem Badius bewege sich auf einer logarith- 
mischen Spirale, und zwar soll dabei der Eugel- 
radius zum Badiusvektor der Spirale stets in 
konstantem Verhältnis bleiben. Die die Engel in 
allen Lagen umhüllende Fläche heifst die logarith- 
mische Spiralröhrenfläche. 

Diese transscendenten Flächen sind in mehrfacher Hin- 
sicht der elementaren Behandlung zugänglich, so dafs sie 
ein zweckmäfsiges Anfangsbeispiel für das Eindringen in die 
Flächenlehre darbieten. Um für sie zu interessieren, sollen 
einige ihrer Eigenschaften vorausgesagt, später bewiesen 
werden. Dabei werde die Ebene des Mittelpunktsweges, die 
eine Symmetrieebene ist, als Grundrifsebene betrachtet. 

Im Grundrifs erscheint die Fläche von zwei logarith- 
mischen Spiralen begrenzt, die mit dem Mittelpunktswege 
zu derselben Spiralenschar (gemeinschaftliche^ Gentrum, 
Durchschneiden der Badii vectores unter demselben kon- 
stanten Winkel) gehören. Die aufeinanderfolgenden „Be- 
rtthrongskugeln^' (Figur 112) berühren sich paarweise in 
Punkten einer Spirale derselben Schar. Dreht man die 
äufserste Spirale erst in die Lage der letztgenannten, dann 
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in die der innersten Spirale, so handelt es sich nm zwei 
Drehungen von derselben Gröfse. (Isothermische Halbienmg 
des Spiralstreifens.) Die in Figur 112 gezeichneten Be* 
rtthrongssehnen, (wie PPj, QQu üiZi, ...) der Kreise sind 
Projektionen der Kreisschnitte der Fläche. Die Ebenen 




Fig. 112. 



dieser Schnitte umhüllen einen spiralisehen Gylinder, dessen 
Schnittlinie mit der Symmetrieebene zu derselben Spiralenschar 
gehört. Diese Kreisschnitte sind die Krflmmungslinien erster 
Art der Fläche. Denkt man sich den zu einem Kreisschnitte 
gehörigen Tangentenkegel der entsprechenden Kugel, so sind 
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dessen Geraden Tangenten der Erttmmungslinien zweiter Art. 
Die Spitzen alier dieser Kegel liegen wiederum auf einer 
Spirale der besprochenen Schar. Demnach kann man mit 
Hilfe der Kegelgeraden, die den Kreisschnitt rechtwinklige 
schneiden, die Tangenten der Ejttmmungslinien zweiter Art 
leicht zeichnen und so diese Linien ausschattieren. Diese 
Ejümmungslinien sind aber nicht identisch mit den Kurven, 
auf denen sich die Punkte des Kreisschnitts bei der ein- 
fachsten Entstehungsweise der Fläche bewegen. Diese Be- 
wegungslinien sind vielmehr Kegelloxodromen, die sich in 
der Projektion als Spiralen der Schar darstellen. Die zu 
der Spiralschar gehörigen Gylinder, welche die Fläche 
schneiden, geben auf dieser jene Bewegungskurven. Jede 
der letzteren hat in ihrem ganzen Verlaufe einen konstanten 
Steigungswinkel. 

Jede Berührungskugel (Figur 113) giebt Anlafs zu einer 
Dupinschen KrttmmungscykUde. Diese ist nach Figur 113 
folgendermafsen zu finden. Pfi sei Krümmungsradius der 
äufsersten Spirale, Pil^i der der innersten. Die beiden 
Krümmungskreise und der Berührungskreis gehören der 
Symmetrieebene dieser allgemeinen Cyklide an. Die Gerade 
PP^ schneidet die Centrale der Kreise fx und fi^ in deren 
innerem Ähnlichkeitspunkte J und steht dabei auf ihr senk- 
recht. Zu jedem Kreisschnitte gehört eine bestimmte 
Krümmungscyklide, die den Schnitt mit der Röhrenfiäche 
gemein hat und die letztere längs des Schnittes berührt. 
Beide Flächen stimmen längs drei unendlich benachbarter 
Kreisschnitte vollständig mit einander überein, sind also hin- 
sichtlich der Krümmungen dort identisch. Die Bewegungs- 
kurven der Böhrenfläche werden von den Krümmungslinien 
zweiter Art im allgemeinen geschnitten, und zwar so, dafs 
sie sich den Grenzspiralen asymptotisch annähern. Durch 
die Bewegungskurven läfst sich die Fläche isothermisch ein- 
teilen, durch sie und ihre Orthogonalkurven ist also eine 
quadratische Einteilung zu erzielen. Also ist auch die 
konforme Abbildung der Fläche auf den unendlichen 
Parallelstreifen zu ermöglichen. Ein grofser Teil der 
Eigenschaften bleibt erhalten, wenn die Fläche der In- 
version unterworfen wird; z. B. das Vorhandensein der 
einbeschriebenen Kugeln (die teilweise zu umbeschriebenen 
werden können), der Kreisschnitte als Ejümmungslinien 
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erster Art, der Bertthnmgscykliden u. s. w. Die Be- 
wegnngsknrven gehen dabei in Loxodromen bestimmter 
verallgemeinerter Cykliden ttber. 




Fig. 118. 

Zwar ist die logarithmische Spirale schon in Band I 
Seite 247 und in Band 11 Seite 378 und 386 zur Sprache 
gekommen, das Folgende verlangt aber eingehendere Kennt- 
nisse ttber diese Kurve. Da die elementaren Lehrbücher 
der Geometrie solche nicht übermitteln, soll das Wichtigste 
hier abgeleitet werden. 

§204) Konstruktion der logarithmischen Spirale. 
Zwei Badii vectores MP = p und J/P^ = p^ geben ein 
Dreieck MPP^^ welches bei M den Winkel y haben möge 
(vergL Fig. 114). Man zeichne noch weitere Badii vectores 
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MF,, MP„ 
folgen, und 
geometrische 
z. B. handelt 



. ., die unter demselben Winkel y aufeinander 

deren Längen pn mit den gegebenen eine 

Reihe p, p., p^, /^»> • • • bilden. Bei p = ^ 

es sich um die Reihe ij p } p^y pl » -- Diese 

Reihe soll auch rück- 
wärts fortgesetzt werden, 
z. B. als 



i, 




pV 



pV 



Flg. 114. 



Dann liegen die End- 
punkte der Radii yectores 
auf einer Kurve, die man 
als logarithmische Spirale 
bezeichnet. Die Ein- 
schaltung weiterer Punkte 
dieser Kurve kann fol- 
gendermafsen erfolgen. 

Man halbiere jeden 
Winkel y und mache die 
Halbierende gleich der mittleren Proportionale der Schenkel 
des Winkels. Mit diesen Halbierungen fahre man fort, bis 
die Verbindungslinien der Nachbarpunkte ein „Polygon" 
geben, welches mit hinreichender Annäherung die Kurve 
veranschaulicht 

Damit erhält man zunächst folgenden grundlegenden 
Satz: Die Längen von gleichwinklig aufeinander 
folgenden Radii vectores der logarithmischen Spirale 
bilden eine geometrische Reihe. Die Umkehrung des 
Satzes ist leicht auszusprechen. Femer folgt: 

Die so entstehenden Sektoren der Kurve sind 
ähnlich, die zugehörigen Bogen bilden eine geo- 
metrische Reihe. Bogen der logarithmischen Spirale 
mit gleichen Centriwinkeln sind einander ähnlich. 
Sämtliche Radii vectores werden von der Kurve 
unter demselben Winkel a durchschnitten. 

Solcher Sätze lassen sich noch viele aussprechen. Die 
Hauptfrage ist aber die, ob sich der Schnittwinkel a der 
Kurve mit jedem Radiusvektor aus p,p^ und y bestimmen 
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läfst Diese Frage läfst sieh am besten für die gesamte 
Spiralenschar beantworten. 

§ 205) Die Spiralenschar, d. h. der Komplex von 
Spirsden desselben Gentroms M^ welche das Strahlenbtischel 
durch ilf unter demselben Schnittwinkel a durchsetzen, wurde 
ebenfalls schon mehr&ch besprochen, z. B. gelegentlich der 
Eugelloxodromen und der Mercatorkarte in Bd. I, Seite 249 
und 251, in Bd. II, Seite 378 und 386 bis 389. An letzter 
Stelle war in Figur 140 die isothermische Einteilung der 
Ebene durch Strahlenbttschel und konzentrische Ereisschar 
gezeichnet. Der dortige Fall der quadratischen Einteilung 
ftihrte auf logarithmische Spiralen als Diagonalkurven, welche 
die Radien unter 45^ schneiden, Kurven, die man viel- 
fach als natürliche logarithmische Spiralen bezeichnet, was 
nicht gerade zweckmäfsig ist. Hier sollen sie als loga- 
rithmische Spiralen zu 45^^ allgemeiner als loga- 
rithmische Spiralen zu a^ bezeichnet werden. Diese 
allgemeinen logarithmischen Spiralen erhält man bei der 
entsprechenden Einteilung der Ebene in ähnliche Rechtecke. 

Dort war in Figur 141 der ttblichen Lage der Mercator- 
karte wegen der zugehörige Parallelstreif der der Ebene 
senkrecht aufgestellt, mathematisch aber ist es einfacher, 
ihn horizontal hinzulegen. (Mafsgebend sind funktionen- 
theoretische Gründe.) In der Tabelle Bd. II, Seite 386 sind 
dann X und Y mit einander zu vertauschen. In den ebenen 
Streifen einerseits und im Ejreisbilde andererseits entsprechen 
dann nach jener Tabelle einander folgende Koordinaten 
bezw. Funktionen: 



Parallelstreif. 




Ereisbild. 


1)X 




1) V 


2) Y 




2)9» 


3) / 




3)r 


4) /(X, Y) - 




4)f{lffr,ip) 


5)X«» 




5) /(»•, 9) - 


6) f\e cos a, « sin a) 0, 


6)/(*y) 0. 
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Dabei ist (p der im BogenmaXs (am Einheitskreise) 
gemessene Winkel. Der Geraden 

1) x=:^=*^« = T = * 

entspricht demnach die logarithmische Spirale 

2) -^J^m^^l— = tan a = *. 

Igr — Igrj^ 

Damit ist die am Schlafs des vorigen Paragraphen 
gestellte Frage beantwortet. Man hat nur q> — ^^ = ^, 
r = p und r^ = p^ zu setzen, um zu erhalten 

3) tana= ^ — ^ 



Igp — Iffp^ 



•K,^) 



So berechnet man den Schnittwinkel a der dorch py p^ 
und y bestimmten logarithmischen Spirale. Er soll daher 
als bekannt betrachtet werden. Umgekehrt berechnet man 
den Quotienten der geometrischen Beihe der unter dem 
Winkel y aufeinander folgenden Radii vectores für eine 
logarithmische Spirale vom Schnittwinkel a mittels der Formel 

4) P_^ ^^. 

Pi 

Endlich berechnet sich der konstante Winkel y für die 
in geometrischer Reihe aufeinander folgenden Radii vectores 
bei einer Spirale mit Schnittwinkel a aus 



5, , = V(^) 



. tana. 



Will man die Gleichung aller Geraden haben, welche 
die X-Achse z. B. in den Punkten 

6) ^i+^i+^^y + ^ö> + 4a, . . . 

unter demselben Winkel a schneiden, so schreibe man die 
Gleichung 1) indem man Y^ = setzt, in der Form 

7) X — ycota = X„ 
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wo X. die dureh 6) dargestellte Wertreihe anzunehmen 
hat. Dabei wird die Y-Achse ebenfalls unter Abständen 
geschnitten, die eine arithmetische Reihe bilden. Dieser 
Parallelenschar entspricht die Schar logarithmiseher Spiralen 



«. 



8) Igr — 9).eota= ijrrj, 

wo Igr^ die Wertreihe 6) annimmt, oder r^ die Wertreihe 

dbO ±a ±2a ±%a 

was eine geometrische Beihe ist. Dabei wird der Einheits- 
kreis so geschnitten, dafs die einzelnen Bogen eine arith- 
metische Beihe bilden, d. h. die logarithmischen Spiralen 
folgen nnter gleichen Winkeln aufeinander. 

Die Schreibweise 8) nennt man die iso thermische 
Schreibweise der Spiralenschar.'") (Sie ist fnnktionen- 
theoretisch von Bedeutung.) 

Mit demselben Bechte kann man statt Gleichung 1), 
indem man X^ = setzt, schreiben 

10) Y—Xtma = Y^^ 

was eine Parallelschar von Geraden bedeutet, welche die 
Y-Achse unter konstantem Winkel in Punkten schneidet, 
die in konstanten Abständen aufeinander folgen, wenn Y^ 
eine Wertreihe wie 6) annimmt. 

Die entsprechende Schar logarithmischer Spiralen hat 
die Gleichung 

11) q> = lgrtaiia-\-(pj^^ 

und dabei folgen die Spiralen unter gleichen Winkeln auf- 
einander, wenn q>^ die Werte der Beihe 6) annimmt Auch 
11) ist eine isothermische Schreibweise. 



*) Gebrftachlicher ist als isothermlBche Schreibweise die folgende: 

{Igr) cos a -|- 9> . sin a SB 0, ± o, ±2a, ± 3a, . . • 
— (Igr) sin a -f 9? cos a = 0, ± a, ± ^a, ± da, . . » 

Diese stellt zwei Scharen von Spiralen dar, durch welche die Ebene 
in ein System kleiner „Quadrate" eingeteilt wird. Die zweite schneidet 

die Badien nnter a, die erste nnter (-j + ah 
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Am bequemsten bt es, die Wertreihe 

12 0,±— , + —, + — , 

n n n 

zu wählen, weil dann die Reihe der Spiralstreifen nach 
einem Umgange schliefst. 

Wie die Orthogonalschar von Geraden, die eine qua- 
dratische Einteilung giebt, leicht durch eine Gleichung dar- 
zustellen ist, so gut dies auch yon der orthogonalen 
Spiralenschar. 

§ 206. Nach Gleichung 2) ist tan a gleich dem Quotienten 
k aus Winkeldifferenz und Differenz der Logarithmen der 
Badii vectores. Denkt man sich jedoch die quadratische 
Einteilung der Ebene durch StraUenbttschel und konzen- 
trische Ereisschar bis ins kleinste durchgeftthrt, so läfst 
sich, wenn die Diagonale für ein aus einer Beihe von 
k Quadraten gebildetes Rechteck genommen wird, deren 

k 
Neigung ebenfalls aus tana = — bestimmen. Dabei ist 

- ^ Bogendifferenz 

aber tan a = :^-^. — jr^ . 

Radiendifferenz 

Dies scheint der Gleichung 2) zu widersprechen, ist 
aber für die Grenze ganz dasselbe. 

Ist nämlich die Badienreihe 

±2n ±An ±6ft 

ij e , e , e ,-[-...., 

die Beihe ihrer Neigungen 

ö, -f k — , + k — , + k — , 



SO ist die Differenz zweier benachbarter Badien z. B. 

2mn 




— 2ar 



-''^=^0-i) = r{l-'-^\Mi-^e~^, 



e 
die zweier benachbarter Winkel 



(y_yj=iiMiiif_x,i^=i^, 



n n n 
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27t 

die der zugehörigen Bogen also r{g> — q>) = rk — . Dem- 

n 

nach ist jetzt 

rk — 

tana=: "^y-y^^ - 



f» — r — 2 « 



k 



r\ 



27C 



n 






+ 



oder 



tana 



/2yr\ /^^\ 



i/ 2/ ' 3t 

Die Summe der oscillierenden Beihe im Nenner liegt zwischen 



\1I 21 / 



—7 und 1 -^ 
11 

also für die Grenze n = oo zwischen i und (i — 0\ dem- 
nach ist für die Grenze, ebenso wie oben, 

tan a = k. 

Die Übereinstimmung ist damit nachgewiesen. 

§ 207. Quadratische Einteilung der Ebene 
durch zwei Spiralenscharen. Hatte man in der Ebene 
des Strahlenbüschels und der konzentrischen Ereisschar eine 
quadratische Einteilung, so geben auch die Diagonalkuryen 
eine quadratische Einteilung (durch zwei Spiralscharen vom 
Schnittwinkel +45% Zeichnet man statt dessen Diagonalkur?en 
durch die Schnittpunkte, von denen die einen einem Recht* 

Holimftller, Stereometrie III. 16 
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h 
«eke vom Seitenverhältnis — = tan a, die andere einem 

1 
solchen vom Seitenverhältnis — j- = tan ß entsprechen, so- 

erhält man ebenfalls eine quadratische Einteilung durch zwei 
Spiralenscharen. Während aber die vorigen symmetrisch zu 
einander waren, ist dies jetzt nicht mehr der Fall. 

§208) Ahnlichkeitsbeziehungen an der logarith- 
mischen Spirale. Oben war die Reihe ähnlicher aufein- 
ander folgender Sektoren der Spirale besprochen. Homologe 
Punkte dieser Sektoren liegen auf einer Spirale derselben 
Schar. Daraus folgt z. B., dafs jeder Radius vector die 
ganze Spiralenschar unter konstantem Winkel schneidet, was 
schon beim Begriff der Schar ausgesprochen war. Dem 
Dreieck jedes Sektors läfst sich ein Kreis umbeschreiben«. 
Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf einer Spirale der 
Schar. Jedem der Sektoren selbst läfst sich ein Kreis ein- 
beschreiben, von den Mittelpunkten dieser Kxeise gilt das- 
selbe. Die Radien dieser Kreisreihen bilden geometrische 
Reihen, deren Quotient übereinstimmt mit dem der Kreise 

der Radii vectores, d. h. mit — . Letzteres gilt auch voa 

Pi 
der Reihe der Bogen der Sektoren. Die Flächen der Sek- 
toren bilden eine geometrische Reihe mit dem Quotienten ( — ) • 

dasselbe gilt von homologen Flächenstttcken innerhalb der 
Sektoren. 

Ist die Spirale in der besprochenen Weise eingeteilt 
und legt man durch jeden Teilpunkt eine Gerade, welche 
die Spirale (d. h. ihre Tangente) unter gegebenem Winkel ß' 
schneidet, so sind alle diese Geraden zugleich Tangenten 
einer Spirale derselben Schar, und zwar bilden die Längen 
dieser Tangenten eine geometrische Reihe von dem Quo* 

tienten — . Für den Sonderfall der Normale der Kurve 

folgt daraus: 

Die Normalen der logarithmischen Spirale 
schattieren eine gleichwinklige logarithmische 
Spirale aus. (Vergl. Figur 114.) Verbindet man den Be- 
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rtihnmgspimkt einer solchen Normale n mit dem gemein- 
Bchaftlichen Centnun M der Spiralen, so mnfs die Ver- 
bindungslinie q mit der Normale n den 2^a einschliefsen, 
denn es handelt sich mn Spiralen desselben Schnittwinkels. 
Da aber der Radius vector p mit der gegebenen Spirale den 
Winkel a, mit der Normale n also den Winkel {90^ — a) ein- 
schliefst, so ist das ans p^ n und q gebildete Dreieck 
bei M rechtwinklig. Jener Bertthrongspnnkt ist also mit 
Hilfe des Lotes auf p im Punkte M leicht zu bestimmen. 
In diesem Berührungspunkte wird die Normale n von einer 
unendlich benachbarten Normale geschnitten, ebenso, wie 
zwei Ereisradien einander im Mittelpunkte schneiden. Der 
Schnittpunkt, d. h. der Bertihrungspunkt, ist demnach 
Erttmmungsmittelpunkt der gegebenen Spirale für den 
Endpunkt des Badius yeetors p. Also: Errichtet man 
auf der logarithmischen Spirale in einem ge- 
gebenen Punkte ein Lot und ebenso im Gentrum 
M auf dem zugehörigen Badius vector ein Lot, so 
schneiden sich beide Lote im zugehörigen Erüm- 
mungsmittelpunkte der Spirale. 

Die aufeinander folgenden Erümmungsmittelpunkte der 
regelmäfsig eingeteilten logarithmischen Spirale bilden eine 
regelmäfsig eingeteilte Spirale, die Erümmungsradien eine 

geometrische Eeihe vom Quotienten — . 

Ganz allgemein erkennt man folgendes: Macht man 
an verschiedenen Stellen einer logarithmischen 
Spirale ähnliche Eonstruktionen, so liegen homologe 
Punkte der neuen Gebilde auf einer logarithmischen 
Spirale derselben Schar, homologe Gerade schat- 
tieren eine Spirale derselben Schar aus, homologe 
ähnliche Eurven (z. B. Ereise) werden vx>n einer 
Spirale derselben Schar umhüllt, homologe Stücke 
einander entsprechender Geraden oder Eurven 
verhalten sich wie die Badii vectores homologer 
Punkte, homologe Flächenstücke wie die Quadrate 
solcher Radii vectores, homologe Winkel endlich 
sind einander gleich. 

§ 209) Erümmungsmittelpunkte, Erümmungs- 
radien und Erümmungskreise der logarithmischen 

16* 
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Spirale. Nach obiger Konstruktion des Sjümmimgsmittel- 
pnnktes ist der Ertlmmungsradiiis q gleich der Normale n, 
gemessen von der gegebenen ersten Spirale bis zum Be- 
rührungspunkte mit der von den Normalen umhüllten Spirale, 
der sog. Evolute. Demnach ist 



1) 



Q = 



sma 



wo p der Radius vector, a der oben bestimmte Schnittwinkel 
der Spirale ist. Zugleich ist 



2) 



^ COS a 



wobei q der Radius vector der Evolute ist (vgl. Figur 114). 

Man denke sich die erste Spirale nach obiger Methode 
regelmäfsig eingeteilt, so dafs auch ihre Evolute durch die 

Berührungspunkte der 
Krümmungsradien regel- 
mäfsig eingeteilt wird. 
Zeichnet man in den letz- 
teren Punkten die Tan- 
genten der Evolute bis zur 
gegebenen Spirale, so er- 
hält man als Längen der 
Tangenten eine Wertfolge, 
die einer der besprochenen 
geometrischen Reihen mit 

dem Quotienten — ent- 

Pi 
spricht. Diese Reihe kann 

man sich fortgesetzt denken 

bis zum Centrum M der 

Spiralen. 

Es wird nun behauptet, jede dieser Tangenten sei 
ebenso lang, wie die Bogenlänge der Evolute vom 
Gentrum ^bis zum Berührungspunkte. 

Denkt man sich statt der zweiten Spirale das zur regel- 
mäfsigen Einteilung gehörige Polygon, statt jeder Tangente 
die betreffende Sehne und ihre Verlängerung bis zur ersten 
Spirale, so ist die Fläche zwischen beiden Spiralen in Drei- 




Fig. 116. 
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ecke eingeteilt, die für die Grenze (d. h. fttr unendlich dicht 
aufeinander folgende Teillinien) gleichschenklige Drei- 
ecke sind. Fttr das gröfste dieser Dreiecke ist, wenn der 
äufsere Schenkel gleich ^^, der zweite gleich s^-{-t^, d. h. 
gleich Sehne -f- Verlängerung gesetzt wird, ^i = «i + ^a, fttr 
das folgende 4 = «« + <«, fttr das folgende *8 == *8 H" ^4? • • • 
Durch Addition folgt aus diesen Gleichungen 

^1 + ^« + ^8 + • • • + *« = («1 + «a + «8 + • • • «« ) 

+ (<S+^8+«4 + --. + U 

Da es sich um abnehmende, also um summierbare geometrische 
Reihen handelt, ist diese Addition gestattet. Es hebt sich 
aber beiderseits t^ gegen t^, t^ gegen ^3 u. s. w. bis zu den 
unendlich kleinen Gliedern t^ gegen t^. So bleibt stehen 

^1 = *i T" *9 ~r *8 I • • • 1 *« • 
Die äuTserste Tangente ist also gleich der Sunmie der Sehnen 
bis nach M hin. Denkt man sich also t^ als Faden, 
so läfst sich dieser von seinem Ausgangspunkte 
aus so um das Polygon herumwickeln, dafs sein 
freier Endpunkt genau auf M fällt. Die Fadenlänge 
ist gleich der Summe der Polygonseiten. 

Denkt man sich den Faden wieder abgewickelt und 
dabei straff gespannt, so liegt sein freier Endpunkt stets auf 
einer Reihe aufeinander folgender kleiner Kreisbogen und 
passiert dabei die Eckpunkte des entsprechenden Polygons 
der ersten Spirale. 

Fttr die Grenze handelt es sieh um die Be- 
wegung des Endpunktes auf dicht aufeinander 
folgenden Erttmmungskreisen, d. h. auf der ge- 
gebenen Spirale selbst. Daraus folgt fttr die Grenze: 

Die gegebene Spirale ist die Evolvente der 
zweiten Spirale. Die Länge ^ des letzten Erttm- 
mungsradius ist gleich der Bogenlänge der zweiten 
Spirale vom Gentrum M bis zum Bertthrungspunkte. 

Diese Länge ist t = — - — ; beide Spiralen sind 

^ ^ cos o ' '^ 

ähnlich; folglich ist die Länge der ersten Spirale 
von M bis zum Endpunkte des Radius vectors p 

1= P 
COSa' 
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(Der allgemeine Zasammenhang zwischen Evolate nnd 
Eyolyente wird hier nicht voransgesetzt. Er läfst sich am 
allgemeiaen Polygon nnd dessen ans Kreisbogen bestehender 
Evolvente in derselben Weise klarlegen.) 

§ 209) Dasselbe Ergebnis kann man folgendermafiEieii 
erhalten. Man gehe ans von der obigen Formel 



dann ist die Reihe der Badii vectores fttr die regelmäfisig 



toMO •. 



eingeteilte Knrve, da p^ = p . e "ist, 

y 2y «y 



^ ^^ **••" ^^ ***** ^4, ***** 

p^ pe y pe ^ pe , . . ., 

also die Reihe der aufeinander folgenden Bogen, wenn man 
den ersten gleich b^ setzt, 

y_ 2y »y 

die Snmme der Bogen also (nach der Snmmiemngsfonnel 

i 4.-c4.a?« + ... = --i— für a?<i) 

2b = *5 . 



^ ^ tana 

1 — e 



Denkt man sich die Sektoren unendlich schmal, so dafs 
man sie als Dreiecke betrachten darf, so ist fttr das gröüste 
der Dreiecke nach dem Sinnssatze b^:pj^ = siay : sin. or, und 
daher wird die Summe der Bogen 



Bina 



1 — e *"• 



_£jriny 



sino I / V \ y V \* /"vx* 

+ ... 



r (JL.\ /^L.v (jls 

\tana/ j_V,taiia/ \tana/ 
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Der Nenner formt sich um zn 

i \tan a/ _, \tan a/ 
tanalil 2Y ' Fl "J* 

Da aber die Summe der oscillierenden Reihe bei nn- 

i 

endlich kleinem y nnd endlichem tana zwischen -r-r und 

1 ! 




^-ri^J hegt, 



r — , / liegt, wobei sieh für die Grenze das 

letztere als 1 herausstellt, so handelt es sich nm -^—^ nnd 

' tanor 

«0 wird 

, Pj siny tana pj siny 

sina * y cosa* y 

Für unendlich kleines y ist aber siny = y, aufserdem 
p^ = p, also wird die gesuchte Länge 

l = i:b = -^-, 

cosa 

was mit obigem übereinstimmt. Ebenso wird für die zweite 
Spirale 

^ cosa 

§ 210) Wenn man bei der Abwickelung des Polygons 
4er Evolute die aufeinander folgenden Kreisbogen bildet 
und drei aufeinander folgende der Kreise vollständig zeichnet, 
80 schliefst der mittlere den kleineren vollständig ein, wäh- 
rend er vom grölsten vollständig umschlossen wird. Für die 
Orenze folgt daraus: 

Jeder Krümmungskreis der logarithmischen 
Spirale schliefst jeden kleineren Krümmungskreis 
vollständig ein und wird von jedem gröfseren voll- 
ständig umschlossen. 

Weitere Betrachtung ergiebt: Jeder Krümmungs- 
kreis berührt und schneidet zugleich die loga- 
rithmische Spirale, er trifft sie aber nie wieder, er 
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umschliefst daher den kleineren Teil der Kurve 
vollständig und schliefst den gröfseren Teil voll- 
ständig aus. Dies ergiebt sich daraus, dafs seine EjUm- 
mung konstant bleibt, während die der Spirale nach der 
einen Richtung hin abnimmt, nach der anderen dagegen 
zunimmt. 

Liegen drei Krümmungsradien unendlich nahe an ein- 
ander, so ergiebt sich folgendes: Der gröfste habe mit 
der Kurve die drei aufeinander folgenden Punkte ab c 
gemein, der mittlere die Punkte bcd^ der folgende die 
Punkte cdCj dann hat der gröfste mit dem mittleren die 
Punkte b und c gemein, beide Kreise berühren also einander ; 
ebenso hat der mittlere mit dem kleineren die Punkte c und d 
gemein, also auch diese beiden berühren einander. Obwohl 
also die Kurve die Kreise schneidet, ist sie doch als Um- 
hüllende der Kreise zu betrachten. Zeichnet man also 
eine Reihe aufeinander folgender Krümmungs- 
kreise, indem man z. B. von der zweiten Spirale 
ausgeht, so wird die erste Spirale ausschattiert. 
Dies ist nur ein besonderer Fall der oben betrachteten 
Ähnlichkeitsbeziehungen. 

§ 211) Eine merkwürdige Beziehung zwischen den 
Punkten der logarithmischen Spirale und den zugehörigea 
Krümmungsmittelpunkten ergiebt sich folgendermafsen: Pund 
P^ seien Punkte auf zwei beliebigen Spiralen einer Schar, 
Q und Q^ die zugehörigen Krümmungsradien, p und p^^ die 
zugehörigen Radii vectores, q und q^ die Lote, welche bei 
der Konstruktion der Krümmungsmittelpunkte gebraucht 
werden, dann ist das rechtwinklige Dreieck aus ^, p und ^ 
ähnlich dem Dreiek aus ^j, p^, q^. Verbindet man jetzt 
die Krümmungsmittelpunkte ^ und ^ und ebenso P und P^,. 
so schneiden die beiden Verbindungslinien einander recht- 
winklig. 

Ist nämlich >S der Schnittpunkt, so hat Dreieck fiSP 
bei P einen Winkel 90^ — (a-\-S)j bei fx einen Winkel 
(a -f- dj).*) Da aber die Dreiecke Mfx^ /x und MPP^ ein- 
ander ähnlich sind, so ist 2(, 0=^6^ (d und d^ sind die 
Winkel bei P und fj). Folglich ist A f^SP bei S recht- 
winklig. Dabei ist PP^ : ixfx^ = p : M(i =p^ : M^^. 

*) Oder nmgekebrt. 



1 
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Allgemeiner folgt: Legt man dnrch eine Schar 
logarithmiseher Spiralen eine beliebige Gerade, 
so liegen die zu den Schnittpunkten gehörigen 
Erttmmnngsmittelpnnkte aaf einer dazu senk- 
rechten Geraden. 

Noch allgemeiner: Zeichnet man in der Ebene 
einer Spiralehschar eine beliebige Kurve, so 
liegen die zu den Schnittpunkten gehörigen 
Ertlmmungsmittelp unkte der Spiralen aufeiner 
ähnlichen Kurve. Das Dimensionsverhältnis 
ist dabei durch das der Katheten des recht- 
winkligen Dreiecks gegeben, mit dessen Hilfe 
irgend einer der Krümmungsmittelpünkte kon- 
struiert wird. Beide Gebilde sind um 90^ gegen 
einander gedreht. Ist z. B. das eine Gebilde ein Kreis, 
so ist auch das andere ein solcher. 

§ 212) Eine andere Folgerung ergiebt sich aus der Ahn- 
lichkeitsbeziehung der obigen rechtwinkligen Dreiecke folgen- 
dermafsen: Der Punkt f^a sei Krümmungsmittelpunkt für 
einen Punkt A einer Spirale der Schar ; ^u^ sei Krümmungs- 
mittelpunkt für einen Punkt B einer anderen Spirale der 
Schar. Von dem Krümmungskreise ju^ werde angenommen, 
er ginge durch A, dann läfst sich zeigen, dafs fiaA = ftaB 
ist, dafs also B auf dem Krümmungskreise fia liegt. Die 
rechtwinkligen Dreiecke AM^a und BMfia sind nämlich 
gleichsinnig ähnlich, folglich ist J^ J. ^aA<5) folglich ist die 
Sehne AB des Kreisbogens des Krümmungskreises fi^ durch 
JiTl^q halbiert, folglich ist fia =^ jw». 

Folglich: Die Berührungspunkte sämmtlicher 
durch einen Punkt A gehender Krümmungskreise 
einer Schar logarithmiseher Spiralen liegen auf 
dem zu A gehörigen Krümmungskreise der durch 
diesen Punkt gehenden Spirale. 

Sucht man also für eine beliebige Spirale der Schar 
den durch ■ einen gegebenen Punkt A gehenden Krümmungs- 
kreis, so konstruiere man den Krümmungsmittelpunkt der 
durch .-1 gehenden Spirale für diesen Punkt (wozu nicht die 
Spirale selbst, sondern nur ihr Schnittwinkel A nötig ist). 
Wo dieser Krümmungskreis die gegebene Spirale schneidet, 
liegt der Berührungspunkt des nun leicht zu konstruierenden 
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Ejümmungskreises, der durch A geht. Macht man A zum 
Centmm der Inversion, so wird der Kreis iia unendlich 
grofs, d. h. eine Gerade. Auf dieser liegen die Bertthrongs- 
punkte der unendlich grofsen Sjrümmungskreise der trans- 
formierten' Schar, d. h. die Wendepunkte der Schar loga- 
rithmischer Doppelspiralen. 

(Dabei ist der Satz vorausgesetzt, dafs durch jeden 
Punkt der Ebene ein und nur ein Erttmmungskreis jeder 
einzehien Spirale geht.) 

§ 213) Einige Berechnungen an der Spirale. 
Auch die Flächensumme der Sektoren einer logarithmischen 
Spirale läfst sich ähnlich, wie oben die Bogenlänge, be- 
rechnen. Ist die Einteilung der Spirale die obige regel- 
mäfsige, und ist der gröfste Sektor von der Fläche 5^, so 
giebt die Beihe der ähnlichen Sektoren folgende Flächen 



^0) 


S,e 


tana 

7 


8,e 


4y 
tana 


«0^ 


6r 

tana 

i 


die Flächensumme 


wird also 










2y 




4y 




6y 





^s=So[i+« *""+e *"«+6 *"«4-...]=s, 



2y 



A tana 



oder da für sehr kleines / der erste Sektor als Dreieck 
betrachtet werden kann. 



^'S = — pp^siny. 



2 ^ r 1 ^"- / " 2y 

ji ^ taha 

I — e 

1 1 
= YPPi s"^« -TT — n — JE 

tan a tan a tan a 

Der letzte Faktor läfst sich, ähnlich wie oben der ent- 

sprechende, für die Grenze umformen zu , ' , so dafs wird 
'^ ' tana ' 



J^S=—pp^Bmy 



tana 



2 ^^1""*^ 2y * 
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8in y 
Für die Grenze ist wieder — = i und p =z p^^ also 

wird die Gesammtfläche 



1) 



f=j:s=p^. 



So wird der Flächeninhalt der Spirale in der 
Kegel angegeben. Dabei legen sich aber an- 
endlich viele Sektoren aufeinander, und es er- 
scheint wünschenswert, nnr die einfache Bing fläche 
zwischen den benachbarten Bogen der Enrven za berechnen. 

Die mehrfache Bedeckung fällt 
schon weg, wenn man die Fläche 
zwischen zwei benachbarten Spi- 
ralen der Schar berechnet. Setzt 
man in Fig. 116 MP=p, MQ = q, 
80 ist die gesuchte Fläche des 
Spiralstreifens 




Flg. 116. 



2) 



.9 



F = ^Xsxka — ^tana = — tana(p' — q^). 



4 



Statt MQ = q führe man jetzt ein MP^=p^^ was sich, 
da es sich für den Badius vector p um eine ganze Um- 



tuia 



.tana 



drehnng — 2n handelte, aus — = e = e als 

p^=zpe *"" berechnet. Demnach ist die Fläche 
der Spirale, insofern sie die Ebene einfach 
bedeckt, 



ix 



8) 






§ 214) Aufgaibe. Welchen Schnittwinkel 
mufs die logarithmische Spirale haben, wenn 
ihre Normale, ohne dafs sie die Kurve vorher 
schneidet, die Kurve berühren soll. (Problem 
der Selbstevolute.) 



252 IV. YeraUgemeinerte Böhrenflächen n. ihre Invemonsverwandten. 

Auflösung: Ist in Figur 117 P^ der Berührungs- 
und zugleich der ErUmmungsmittelpunkt, so ist zunächst inr 
rechtwinkligen Dreieck PMP^ 



1) 



Pi 



tana, 




zugleich aber, da />, um in die Lage 

Pj zu gelangen, die Drehung — 

machen mufs, nach der Gleichung^ 



Fig. 117. 



2) 



Ans 1) nnd 2) folgt 
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fituia 
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tana 









oder -— = *lg tan a, oder tan a , Hg tan a = — -. 

2tana if ^ ^2 

Setzt man tana = a?, so hat man xHgx = —j—j oder 



37t 

•IgoF = — — , oder auch 

Ja 



2 



Zn 



«* = e 



2 



3) 

so dafs es sich um einen Sonderfall der yielbehandelten 
Gleichung af^=^a handelt 

(Die Lösung erfolgt z. B. mittels gemeiner Logarithmen 

10 37t ^^ X 

so, dafs man x Igx == -— Ige = 2,046666 und x = 111,3179 

bildet und sich die Kurve y = xlgx f ttr x = Oy 1, 2, 3, 4,... 
konstruiert denkt, wobei sich ergiebt, dafs x zwischen 3 

und 4 liegt (5*= 27, 4*= 266). Die Probe mit x = 3,6 
miäx = 3,7 erfolgt nach dem Augenschein und ergebt, 
dafs das erstere für xlgx den zu kleinen Wert 2,00268, das 
letztere den zu grofsen 2,10234 giebt. Man verbindet die 
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gefandenen Annähenmgspunkte durch eine Gerade und unter- 
sacht, für welches « + ? ^^^ Ordinate die richtige Höhe 
giebt. Aus den betreffenden ähnlichen Dreiecken folgt 
^:0,1:0,04388: 0,09966, also j? + § = 5,^44 als Näherungs- 
wert. Die Probe mit ihm giebt zu kleines, die mit 3,645 
zu grofses. Die Verbindungsgerade der neuen Punkte giebt 
auf demselben Wege den Näherungswert 3,64416, die Fort- 
setzung des Verfahrens führt schliefslich auf ^ = tana 
= 3,644174 und auf a = 74« 39' 18", 29.) 

Bemerkungen. Die Aufgabe kann dahin verall- 
gemeinert werden, dafs man die Fälle untersucht, wo die 
Normale vor dem Berühren die Kurve 1, oder 2, 3, 4 . ., mal 
schneidet. Solcher Fälle giebt es unendlich viele. Für jeden 
ist die betreffende Spirale Selbstevolute. 

Beiläufig sei bemerkt, dals jeder Punkt P zu je zwei 
solchen Aufgaben führt, denn in Figui 117 kann man von P 
aus nach innen zwei Tangenten an die Spirale legen, die 
sie vorher nicht schneiden. Dies hängt mit Aufgaben zu- 
sammen, bei denen „ein Winkel auf der Spirale reitet '^ 
Beitet ein Winkel auf der logarithmischen Spirale, so be- 
schreibt seine Spitze stets eine Spirale derselben Schar. 
Diese kann die erste Spirale selbst sein. Der auf der Seite 
der wachsenden p liegende Schenkel des Winkels ist dabei 
stets der längere. 

§ 215) Durch Inversion vom M aus verwandelt 
sich jede logarithmische Spirale in eine symmetrische 
logarithmische Spirale. Der nach dem Schnittpunkte mit 
dem Inversionskreise gehende Badius vector ist dabei Sym- 
metrieachse. Die Schar der Erümmungskreise geht dabei 
über in die Schar der neuen Erümmungskreise. Die der 
Normalen verwandelt sich in Kreise durch das Gentrum M, 
welche die neue Spirale rechtwinklig schneiden und eine 
Spirale der neuen Schar ausschattieren. 

Jede Schar von Geraden, welche die Spirale unter irgend 
einem konstanten Winkel schneidet, geht ebenfalls in Kreise 
durch M über, welche die neue Spirale unter demselben 
Winkel schneiden und eine Spirale der neuen Schar aus- 
sehattieren. 

Die gesamte Schar logarithmischer Spiralen geht in 
eine symmetrische Schar über. Dasselbe gilt von der Ortho- 
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Flg. 118. 
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gonalschar. Jeder beliebige Badins des Inversionskreises 
kann dabei als Symmetrieachse für die beiden Gebilde 
dienen. Jede quadratische Einteilung der Ebene darch 
(symmetrische bezw. ansymmetrische) Spiralenscharen geht 
durch die Inversion wieder in eine solche über. 

Durch Inversion von einem beliebigen Punkte der Ebene 
aus erhält man zwei Scharen von Bicirkularspiralen (logarith- 
mische Doppelspiralen), welche die Ebene ebenfalls quadratisch 
einteilen. Dabei bleiben die Erümmungskreise mit gewissen 
Eigenschaften als solche erhalten, worüber unten besonders 
gesprochen werden soll. 

§ 216) Der Flächenstreif zwischen zwei 
Spiralen derselben Schar ist für die zu besprechen- 
den Spirafaröhrenfiächen von besonderer Bedeutung. Aus den 
besprochenen Ahnlichkeitsbeziehungen folgt, dafs, wenn die 
Spirale der if« (Figur 118) die Mittelpunkte einer Kreis- 
reihe enthält, deren Badien zu den Badii vectores der M^ 
stets in demselben Verhältnis stehen, die Umhüllenden der 
Kreise stets Spiralen derselben Schar sind, die als Grenz- 
spiralen des Streifens bezeichnet werden sollen. Jede 
Spirale der Schar, die in dem Streifen liegt, durch- 
schneidet sämtliche der Kreise beim Eintritt 
unter konstantem Winkel, ebenso beim Aus- 
tritt. (Figur 118.) Berühren sich die in den Streifen ein- 
beschriebenen Kreise paarweise, so liegen auch die 
Berührungspunkte B^ auf einer Spirale der 
Schar. Dazu werde angenommen, dafs die Elreise den 
Punkt Jlf, das Centrum der Spiralen, ausschliefsen. (Der 
andere Fall kommt besonders zur Sprache.) 

Der schon vorbemerkte Satz, dafs die Spirale der 
Bertthrungspunkte^n gegen die Grenzspiralen 
um denselben Winkel gedreht sei, also den 
Streifen isothermisch halbiere, ergiebt sich an 
Figur 119 durch folgende Überlegung. Man lege von M 
aus an den Berührungskreis M^ die Tangente MW^ und 
benutze den mit MW^ xxm M gelegten Kreis als Inversions- 
kreis, so dafs der Berührungskreis M^ bei der Inversion in 
sich selbst übergeht. Der Spiralstreif geht dabei in einen 
symmetrischen über, der denselben Kreis M^ berührt, und 
zwar ist M M^ Symmetrieachse. Die Figur giebt die 
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STmmetriebilder besonders an. Die äofsere Grenzspirale 
übernimmt in dem neuen Gebilde die Bolle der inneren, die 
innere die der äu&eren. Die Schar der gröfseren Bertthrungs- 
kreise verwandelt sich in die der kleineren, die der kleineren 
in die der gröfseren. Die Spirale der Berührnngsponkte 
geht über in die der Berühmngspnnkte des neuen Gebildes. 
Der in Bezug auf diese Spirale als äufserer zu betrachtende 
Teil des Streifens geht über in den inneren. In der Figur 
sind die neuen Spiralen angedeutet. Sie schneiden die ihnen 
entsprechenden auf der Symmetrielinie MM^. Da das neue 
Gebilde dem ursprünglichen kongruent ist, so mufsteder 
äufsere Teil des Streifens von Anfang an dem 
inneren kongruent gewesen sein, d. h. der 
äufsere Teil liefs sich durch blofse Drehung 
mit dem inneren zur Deckung bringen. 

Die Spirale der B war also von vornherein so gelegen, 
dafs ihre Drehung bis in die Lage der äufseren Grenzspirale 
genau dieselbe Gröfse hat, wie die Drehung bis in die Lage 
der inneren. 

Da die Spirale der B bei der Inversion ihren 
Schnittpunkt E mit der Symmetrieachse nicht geändert 
hat (sie ist die einzige bei der dies der Fall ist), 

denn ihr Bogen MM^ hat dieselbe Gröfse, wie das Bild des 
Bogens i/ooo, so mufs E auf dem Inversionskreise 
liegen. Beiläufig sei bemerkt, dafs die Berührungsspirale 
(der B) die Kreisschar (im allgemeinen) nicht rechtwinklig 
schneidet (dafs die Radien M^B^ und M^B^ nicht Tangenten 
sein können, geht schon aus der Gleichheit beider hervor.) 

Bei der Inversion geht C^ in D^^ A^ in, L^ über, aus 
Symmetriegründen gehen also A^Cq und L^D^ durch den- 
selben Punkt Nq der SymmetrieKnie MM^j und die Bogen 
U^ C^) und U^Lq des Berührungskreises sind gleich grofs. 
Demnach ist 4'CqA^Lq durch U^A^ halbiert, und da 
4'VQA^T^ = dO'' ist, gehen von A^ nach M,U.,N.^T^ 
harmonische Strahlen aus. Daher sind if, £/jj,iV^,r^ 
harmonische Punkte, und die Polare V^W^ von M 
geht ebenfalls durch N^. Zugleich ist deshalb N^ 
das Inversionsbild von M^^ 

Im l\^ MqM^M ist, wie aus der geometrischen Reihe 
der Badien r und der Vectoren p hervorgeht, Po-Pi=^o-^i> 
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folglich ist MB^ Winkelhalbierende. Dasselbe gilt von dem 
diesem ähnlichen Dreiecke M^M^^M n. s. w., folglich sind 
die Winkel yo, yo> yi> /i • • • bei M einander gleich. Die 
Berührungsspirale wird also durch die Punkte 
... B-i, E^i, Bq, Eqj B^, E^^ B^ ... in ähnliche Bogen 
«ingeteilt. 

Dreieck MA^ M^ enthält bei Jf, A^^ M^ die Winkel <J, 
S00_cc^^ = i80^ — d—{90^ — a) = 90^—d-\-a] Dreieck 
MCqMq hat ebenso die Winkel d, 5ö« + a, s^=i80^ — d 
— {90^-^a) = 90^ — ö — a. Deshalb ist bei M^ die 
Winkelsumme €-^€^ = 180^—23. Zuglefch ist 4: A^M^C^^ 
=,i800 — 2d^, folglich sind die Winkel d^ und die Winkel 
S von derselben Gröfse. Daher bilden die Tangenten in Aq 
und Cq, bis zum Schnitte Z^ verlängert, ein gleichschenkliges 
Dreieck A^C^Z^ mit dem Winkel 2d slu der Spitze. Die 
Verlängerung des Lotes M^H^ auf ^0^0 S®^* durch den- 
selben Punkt Zq und halbiert den Winkel 2d bei Z^j so 
<dafs auch die Winkel ^3 den Winkeln d gleich sind. 

§ 217) Das rechtwinklige Dreieck A^Mf^a giebt den 
Krümmungsmittelpunkt f^a für die Stelle A^ der äufseren 
Grenzspirale, ebenso giebt /\, C^Mf^ den Erümmungsmittel- 
punkt fii der inneren Grenzspirale für die Stelle C^^. Ver- 
bindet man die Punkte A^ und C^, wo der Ejreis M^ die 
beiden Krümmungskreise f^a nnd f^i berührt, mit einander, so 
geht AqCq durch den inneren Ahnlichkeitspunkt J 
der beiden Krümmungskreise. Dabei ist A^J^j^f^afM- 
Nach den Eigenschaften des Ahnlichkeitspunktes, ebenso auf 
<Trund der Ähnlichkeit der Dreiecke A^fiaJo und C^f^iJ^ 
(aus 8^ und 90^) ist (JiaJQ''l^iJo = Qa'- Qi^^^a'^qi^ folglich 
ist 2C.(^aMni durch MJ^ halbiert. Da aber die rechten 
Winkel A^MfXa und C^MfXi um 2(5 gegeneinander gedreht 
sind, so ist auch jf. f^a^f^i = 2<i und die Winkel d^ bei M 
stimmen mit den Winkeln d überein. Dies ergiebt sich 
auch aus anderen Winkelbetrachtungen. Folglich ist 
XN^MJ^ gleich 90^. 

Daraus folgt erstens, dafs J^ Krümmungsmittel- 
punkt der durch N^ gehenden Spirale der Schar ist, 
die demnach die Gerade /^iV^ orthogonal schneidet, 
zweitens, dafs die von M aus nach A^N^^C^J^ ge- 
sogenen Strahlen harmonische, die genannten 

HoUmflller, Stareomeirie m. 17 
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Pankte ebenfalls harmonische sind. Darch iV^ geht 
also auch die Polare ^o^o ^^^ Punktes «^ in Bezug^ 
auf den Kreis M^^ d. h. die Bertthrungssehne des unk 
<^o gelegten Orthogonalkreises. 

Da dieser Orthogonalkreis bei der oben besprochenen 
Inversion in einen gleich grofsen und gegen MM^ sym- 
metrisch liegenden übergeht, so geht auch dieser Kreia 
durch Eq. Der neue Orthogonalkreis, als Inversionskrei» 
betrachtet, verwandelt den Krttmmungskreis f^a in dea 
Ejümmungskreis (ji^ alle drei gehören idso einer Schar an^ 
und zwar ist der Ringstreifen zwischen den Kreisen pLa nnd 
fii durch jenen isothermisch halbiert. Der Inversionskreis* 
um Jq verwandelt den Kreis M^ ebenfalls in sich selbst, 
woraus sich weitere Beziehungen ergeben. 

Die Krflmmungsmittelpunkte der Spiralschar 
längs der Geraden A^J^ liegen sämtlich auf der 
Geraden ^«i^y welche daher durch die Spirale der J 
rechtwinklig geschnitten wird. Die Orthogonalkreise 
um M und J^ schneiden sich nicht nur im Punkte E^ sondern 
auch im Punkte Eq der Geraden MM^. 

Beiläufig ergiebt sich bei diesen Betrachtungen, daf» 
M^lia=' M^l^i ist. 

Bei der erstgenannten Inversion mittels des Kreises um 
M ging -B^ in 6r^, B^ in F^ über, aus Symmetriegrttnden 
ist also Bogen UqGq=^ U^Bq. Die von B^ nach M^ü^y 
Bqj Tq gehenden Strahlen müssen also (ebenso, wie die von 
Ä^ ausgehenden) harmonische sein, d.h. die Gerade ^,£^ 
mufs durch N^ gehen. Dafs diese Gerade auch durch, 
den äufseren Ähnlichkeitspunkt der Kreise M^ und M^i 
geht, sei beiläufig bemerkt. 

Die Punkte N^^ und E^ sind also von besonderer 
Bedeutung und werden später mehrfach zur Sprache 
kommen. Durch N^ gehen die Geraden MM^^V^W^, 
K^S^y B^B^y L^D^y ^^C^y A\^ A^Cf^ rechtwinklig schnei- 
dende Spirale und ihr Krümmungskreis; durch E^ 
gehen die Gerade MM^^y der Orthogonalkreis um üf, 
der Orthogonalkreis um J^ und die Spirale der B^ 
Dazu treten noch gewisse Spiegelbilder (Inversions* 
bilder). 
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§ 218) Die Tangenten der Spiralenschar längs 
eines Radius vector sind parallel. Dies gilt z. B. von MM^. 
Da nun die Spiraltangente in N^ senkrecht zu A^^C^ ist, so 
ist auch die Spiraltangente in M^ senkrecht zu A^C^^ 
und da sie durch Z^ geht und ^ZM^M^a ist, so 
mufs «73/, das Lot auf MM^^ durch Z^ gehen. Dabei 
wird nämlich JI/^Z^ = Z, d. h. gleich dem Spiralbogen 
von M bis M^. 

(MqAqZqM ist ein Sehnenviereck. Setzt man 

2(1MqAqM = 'Kj so folgt 

sin d = sin X -^ == cos a— ^, also Jf« Z^ = . ^ ^ 

Po Po ® ® smÄ 

^ ^0 Po ^ Po ^ n 
cosa r^ cos« *^ 

Gleichzeitig ergiebt sich folgender bemerkenswerte Satz: 
Legt man um einen beliebigen Punkt Jd^ der 
Ebene einer Spiralschar eine Schar konzentri- 
scherEreise, so berührt jeder von diesen zwei 
Spiralen der Schar, die Tangenten in den Be- 
rührungspunkten aber bilden ein Strahlen- 
bttschel durch einen Punkt Z, der auf der Evol- 
vente der durch M^ gehenden Spirale liegt. 
Die Berührungspunkte liegen auf dem Kreise mit dem Durch- 
messer MqZq, 

Der Leser lege sich selbst zurück, was geschieht, wenn 
Tangenten an die Kreise nicht möglich sind. Ebenso bilde 
er den Umkehrungssatz, der sich über ein Strahlen- 
büschel durch einen Punkt Z aussagen läfst. Damit läfst 
sich auf die Steinerschen Untersuchungen über das Schneiden 
unter konstantem Winkel ein neues Licht werfen. 

§ 219) Die Radien der Berührungskreise des 
Spiralstreifs bilden eine geometrische Reihe. Am Dreieck 
Mq M^M erkennt man, dafs der Quotient dieser Reihe mit 
dem Winkel y znsanmienhängen mufs. Sind p^, r^ und a 
gegeben, so läfst sich der Winkel y nur auf transscendentem 
Wege bestimmen, ebenso der Quotient x der geometrischen 
Reihe. 

17t 
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Man setze im Dreieck Jlf^jJi/^if die Geraden MM^ =Poj 

MM^ =Pi =^Po, ^a^t =^0» -^i^i^^**!? ^^ gleich xr^ 
wird, da MB^ oder w die Winkelhalbierende ist. Nach 
bekanntem Satze ist die Winkelhalbierende aas den Dreiecks- 
seiten mittels der Formel 

<"=-['-(tt7)T=^.-4'-(^)1 

zu berechnen, was sich vereinfacht zu 

1) w^=zx{pl — ro). 

Femer ist nach derselben Fonnelgmppe, wenn man y als 
Unbekannte mit § bezeichnet, 



1 y (a4-ft-t-c)(-a + 6 + o) 

cos$— ^ Y li ' 



also 



w 



2bc 



cos I 6 -f- ^ 
nnd daher 

2) .^ ^Po^^ cosg= ^^o/^^o cosg:=-^cosg. 
Ans 1) nnd 2) folgt 

4P0«^ ^ t / 2 2v 

-^^^-^cosg = .r(po-ro) 
oder 

3) 4p2 a? cos g = (i + ay ipl — rl). 



Hier ist aber ä = ^ = «*"", also g:^-^tana*/5ra?. 

Po ^ 



*) Yergl. z. B. Method. Lehrbuch der EL Math, des Verfiusers, IL 
Seite 20 nnd 21. 
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Durch Einsetzung dieses Wertes in 3) erhält man 

4pl X cos i — tan a^lgxj = (i + ä)^ {p\ — ^o) 
oder 
4) 2^^ cos ( -j- tSLJxa'^lgx ) = — ^^=— V pl — rl 

\ j / y X 

Ans dieser Gleichung, die neben a nur die gegebenen 
Sttlcke jt>o, Vq und a enthält, ist für numerisch gegebene 
Werte x nach den üblichen Annäherungsmethoden zu be- 
stimmen. Eine allgemeine Lösung ist nicht durchführbar. 

i « 

Ist a? bestimmt, so ist auch | = — tan a Igx, d. h. der 

ja 

Winkel y leicht zu berechnen. 

Man wähle ein Beispiel mit a = 45^, also tan a=^ 1. 

Will man direkt auf | = / gelangen, so kann man 
statt 4) schreiben 

i*) 2p^ cos § = C"*^+ r '^^) Vpl - rl 

Damit ist der Quotient der Reihe der Radien . . ., q^ i, 
Qoj Qu " ' ^^ erledigt zu betrachten. 

(Auch in das gleichschenklige Dreieck A^C^Z^ kann 
man Berührungskreise, die sich an den Ejreis M^ anschliefsen, 
einzeichnen. Ihre Reihe hat aber einen anderen Quotienten, 
es ist nämlich 



^ _Poj±_roGOSa_ 
Po — ^0 cos a 



Wickelt man die Länge M^Zt,^=l= ^^ auf den 

° " " cos« 

Spiralbogen M^M auf, so geht daraus hervor, dafs die 
einzelnen Bogen wie M^M^ ebenso lang sind, wie die ent- 
sprechenden auf der Geraden M^Z^ liegenden, dafs aber aus. 



»•o l+r^ 


Po r 
eosa * 


Zi ' »"o 


Po ^ 



1 
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diesem Grunde die gerade Linie M^ M^ = r^-\- r^ hier kleiner 
ist, als dort Mq Jf J = r^, -|~ K- 

Die Abnahme der Ereisradien ist also bei der Spirale 
eine stärkere, als beün Dreiecke.) 

Selbstverständlich kann man zur obigen Berechnung auch 
das Dreieck MBB^ benutzen. Um die Sätze über die 
Winkelhalbierenden zu vermeiden, schlage man folgenden 
Weg ein. Man hat zunächst die Gleichungen 

y__ L_ 

Aufserdem ist im Ereisviereck MB^M^B^ nach dem 
Ptolemäischen Satze 

MM^.B,B^ = MB^r,^ MB, . r, 
oder 

p,.B,B,=r,{MB,-{-MB,). 

Femerfolgtausdem Dreieck Jf()jB()-B^, dafsS^j-B^= 2r^, cosy 
ist. Demnach wird 

MBq + MB^ = ^ 2r^ cos y = 2p<> cos |. 

Es ist aber auch nach obigem 

/ _L_ ^ \ ^ 

MB^ + MB^ = Ke*^'' -\-e "^^jVpl — 

und daher ist ^ = y zn bestimmen aus der Gleichung 

2p,cos§ = U*"«+. "^^jVpl-rl 

die mit der oben gefimdenen übereinstimmt imd ihre Richtig- 
keit bestätigt. 

§ 220) Eonstruktion der mafsgebenden Figur. 
Will man die Figur 118 aus den gegebenen Stücken p^, r^, a 
konstruieren, so zeichne man zunächst MM^^p^ und den 
Ereis M^ mit Radius r^. An MM^ lege man in M^ nach 
der einen Seite den j^ia an und errichte auf M^M in M 



2 
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«in Lot, welches mit dem freien Schenkel yon a den Schnitt 
Zq und damit die Länge -^o^o ^^^ Mittelpunktsspirale giebt. 
Die von Z^ aus an den Kreis gelegten Tangenten geben 
die Bertthrungspnnkte A^ und C^ der Grenzspiralen. Mit 
Hilfe der rechtwinkligen Dreiecke A^ Mfia und C^ Mim findet 
man die genannten Krümmungsmittelpunkte, die auf A^M^ 
und M^C^ liegen. A^C^ giebt das Lot A^J^ auf iXaiM- Die 
Kreistangen te M W^ giebt einen um M zu legenden Ortho- 
gonalkreis ^Q^Qj der auf MM^ den Punkt E^ bestimmt, 
während der Schnitt der Geraden A^^C^ und MM^ schon 
Torher den Punkt N^ gegeben hat, durch den die Gerade 
W^V^ geht 

Für eine blofse Veranschaulichungszeichnung reicht es 
hin z. B. den Krümmungskreis ^u« durch A^ zu legen, der 
nach aufsen hin so lange auf der zu zeichnenden Spirale 
bleibt, dafs man z. B. einen Spiral-Sektor von etwa 5^ 
(von MA^ nach einem so weit gehenden MAq hin zu 
messen) als Grundlage für die Spiralkonstruktion benutzen 
kann. Statt dessen kann man irgend ein p^ mit Hilfe von 

— = «***" für ein beliebiges y logarithmisch berechnen und 

Po 

dann mit möglichster Genauigkeit für die Konstruktion der 

Spirale benutzen. Diese schneidet man, da alle Spiralen 

der Schar kongruent sind, zweckmäfsig als Schablone aus 

und befestigt sie mit einer Heftzwecke bei M so, dafs sie 

um diesen Punkt drehbar ist. Dann lassen sich alle Spiralen 

leicht in die Figur eintragen. Durch E^ z. B. legt man die 

Spirale der B^ durch M die Spirale der Mittelpunkte M^, 

Die erstere giebt B^ und B^. Die Geraden M^B^ und 

MqBq geben auf der Mittelpunktsspirale die benachbarten 

Mittelpunkte M^ und M^i. So hat man fortzufahren. Die 

angegebenen Sätze geben für die Genauigkeit der Zeichnung 

die beste Kontrolle. 

Dafs die Konstruktionen zum Teil nur Annäherungs- 
konstruktionen sind, liegt in dem transscendenten Charakter 
der Spiralen. 

§ 221) Die Berechnungen erfolgen in ähnlicher Weise* 
Einige Resultate seien angegeben bezw. zusammengestellt» 
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1) I^MM^Aq giebt den spitzen Winkel d mittels de» 
Sinossatzes, so dafs sin d = -^ cos a ist. Daraas folgt 

giebt dasselbe d nnd j(,€^ = 90^ — d — a. Aus beidea 

-. . , ^ , sine sinCi 

Dreiecken folgen p^ = p^ ^-^ , pc, = Po -^f- 

2) Ans A Aq MqCq folgt A^C^ = ^r^, cos d. 

3) Ans A Aq Mfia nnd C^ Mfit folgt ^a = ^?^ bezw. pt 

= -?^. Aus MQfia = M^(Xi ergiebt sich ^a— »'o = ?< + ^<v 
sma 

oder 2r^j = ^a — Qi- 

4) A ^0 «/oif?_^d ^ ^0 «^ i^< &^^®^ i^» «^0 = e« sin d^ 
fuJo = Qi^^^^7 iWa /^» = (ßa + ^<) sin d. 

5) Es bestehen die Proportionen 

9a : Qi =PA,:pc,= sin€ : sinc^ = A^J^ : (7^J<> = A^N^ : N^C^ 

XL S. W. 

Demnach ist 

U. 8. W. 

6) JM W? =pl — rl = MN^ . p, also MN^ == ?5 12^ 

, Po 

J^So =zJ^Cq. JqAq = QiQa COS* d = J^J. 

7) Für gewisse Fälle ist es wünschenswert, diese Aus- 
drücke auf die drei gegebenen Stücke z. B. auf p^, r^y et 
zurückzuführen. Dabei geht z. B. über 
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sin € . sin \90^ — (<J — «)] cos {d — a) 
Va^ = P^ ^—^ ^ Po ^— s = Po = 



cos d cos «4- sin (J sin cf r x^ i • i 

= Pq r^-» = Pq [cotö cosof + sinaj. 



sind 
Nnn ist aber 



,. cos (5 Vi — sin^ö l/~T 

C0tO = -; — T = ; — ö — =r ~^~~S 

ain rl Qin A f Sin ' 



sind sind ' sin^cJ 



=/ 



3-2^ l=—i—ypl-rUoB'a. 

rocos^a r<,cosa 

Demnach wird 

;>Ao = Po[— ^Po — ^?cos«a4-sinal 

== — [^i?o — rocos^a -|- ^o ^^ " J> 
nnd ebenso 

i9c. = — [l^ Po — »"oeos^a — r^ sina], 
also 

pA, -\-pCo = ^ ^pl — rl cos« «. 
Femer wird 

V Po / Po 

Der später auflretende Ausdruck QOBd{pA^-\-pco) ver- 
wandelt sich in 

— (po — rjcos^a). 
'o 

Diese Formeln werden aber teilweise etwas umständlich. 
Eine Reihe davon wird bei den späteren Untersnchnngen 
Anwendung finden. 

§ 222) Verschiedene Entstehnngsarten der 
logarithmischen Spiralröhrenfläche. Die erste 
Entstehongsart war schon im Anfang des Kapitels angegeben: 
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a) Eine Engel mit veränderlichem Radins 
bewege sich so, dafs der Mittelpnnkt auf einer 
logarithmischen Spirale wandert, wobei der 
fiadins der Engel nnd der Badins yector ihres 
Mittelpunktes stets in demselben Verhältnis 
bleiben sollen. Die Umhttllnngsfläche der 
sämtlichen Engeln ist die zu untersuchende 
Röhrenfläche. 

Zwei unendlich benachbarte der Engeln schneiden sich 
in einem Ereise, der normal zur Symmetrieebene der Fläche, 
im allgemeinen aber nicht normal zur augenblicklichen 
Bewegungsrichtnng seines Mittelpunktes steht. Ftlr die 
Grenze liegt dieser Schnittkreis auf der Spiralröhrenfläche. 
Die Fläche besitzt also unendlich viele Ereisschnitte. Jeder 
dieser Ereisschnitte ist normal zur augenblicklichen Be- 
wegungsrichtung des Mittelpunktes der Engel, denn M^H^ 
in Figur 118 ist normal zu A^ C^, Die zweite Entstehungs- 
weise ist also folgende, allerdings umständlicher zu be- 
schreibende : 

b) Ein Ereis, dessen Ebene stets normal zu der 
Ebene stehen soll, die zur Bewegung seines Mittel- 
punktes dient, habe veränderlichen Radins, dessen 
Länge in konstantem Verhältnis zu dem Radius 
vector seines Mittelpunktes in Bezug auf einen 
gegebenen festen Punkt M stehen soll Sein Mittel- 
punkt {H^ soll sich auf einer logarithmischen 
Spirale von gegebenen Schnittwinkel a bewegen, 
die M zum Gentrum hat, eben so alle Punkte des 
Durchmessers A^C^j in dej^m der Ereis die Ebene 
jener Spirale schneidet. 

Man denke sich in den Grenzpunkten {A^^ C^) dieses 
Durchmessers Normalen der Spiralen gezeichnet, arüT denen 
sie sich bewegen. Dann geben diese einen Schnittpunkt if^, 
der sich ebenfalls auf einer Spirale jener Schar bewegt. 
Der Ereisschnitt steht stets normal zur augenblicklichen 
Bewegungsrichtung dieses Punktes M^. 

Dazu ist noch folgendes zu bemerken: Auf Figur 118 
ist eine Spirale der Punkte Jq gezeichnet. Diese Punkte 
Jq siud Erümmungsmittelpunkte der Spirale, die durch einen 
gewissen Punkt N^ geht. Dieser Punkt wird durch die 
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Gerade M^ M auf A^C^ bestimmt. Durch ihn geht die 
Spirale, die den Ereisschnitt A^ C^ normal schneidet, und 
diese ist Evolvente zur Spirale der J. Die Ebene des 
bewegten Kreises steht stets normal zur augen- 
blicklichen Bewegungsrichtung dieses Punktes N^^ 
sie bertthrt stets den Cylinder der Spirale der J^, 
von dessen Mantel sie sich abwickelt. 

Die Bewegung des Kreisschnittes mit ver- 
änderlichem Radius kann also auch dahin definiert 
werden, dafs seine Ebene sich von dem Mantel 
eines Gylinders abwickeln soll, der senkrecht 
zur Grundrifsebene steht und diese in einer ge- 
gebenen logarithmischen Spirale (der JJ schneidet; 
dabei aber soll derjenige Punkt iV^, der mit dem 
Berührungspunkte J^ und mit C^ und A^ eine har- 
monische Punktgruppe bildet, in der er J^ zu- 
geordnet ist, mit der Tangente «7q^() fest verbunden 
sein, sich also senkrecht gegen die augenblick- 
liche dieser Tangente bewegen. Alle anderen 
Punkte des Kreisschnittes aber sollen sich so be- 
wegen, dafs ihre Entfernung von N^ stets propor- 
tional zur veränderlichen Entfernung ^o-^o (oder 
auch zu Nq}A) bleibt. Das letztere kann noch eingehen- 
gehender präzisiert werden. 

Eine dritte Entstehungsart ergiebt sich folgendermafsen: 
Die Kugel M^ in Figur 118 hat in Bezug auf M einen 
Tangentenkegel V^ W^ M, Eine der Kegelgeraden liegt so, 
dafs ihre Projektion als MN^ erscheint. Diese der Kegel- 
geraden und ihr unterhalb liegendes SymmetriebUd sind die 
einzigen, die den Kreisschnitt A^ C^ berühren. Die obere 
bildet mit der Grundrifsebene einen Winkel, der gleich 
2(.N^MWq ist. Bewegt sich nun die Kugel in der vor- 
geschriebenen Weise, so bleibt die sich mit drehende Kegel- 
gerade Tangente der Kugel. Ihre Länge nimmt dabei so 
zu oder ab, dafs sie zu der des Kugelradius in demselben 
Verhältnis bleibt. Weil aber der Neigungswinkel N^MW^ 
stets derselbe bleibt, bewegt sie sich stets auf einem Kegel, 
dessen Achse in M normal zur Symmetrieachse steht. Diesem 
Kegel gehört auch der Mantel an, auf dem sich das Sym- 
metriebild der Geraden bewegt (unterer Kegelmantel). Auf 
diesem Doppelmantel bewegen sich die beiden Kugelpunkte, 
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die Nq zur Projektion haben, auf symmetrischen Loxodrome» 
des Kegels. Die Entstehnngsart ist also folgende: 

Eine Kugel bewege sich als Berührnngskagel 
von veränderlichem Radius in dem äufseren Mantel- 
räume eines senkrechten Kreiskegels so, dafs die 
Berührungspunkte auf symmetrischen Loxodromen 
des Kegels wandern. Die umhüllende Fläche sämt- 
licher dabei entstehender Kugeln ist die logarith- 
mische Spiralröhrenfläche. 

Diese Erklärung ist die anschaulichste und kürzeste. 
Jede der drei Entstehungsweisen bringt eine gewisse Reihe 
von Eigenschaften der Fläche zur Kenntnis. Der hier be- 
sprochene Kegel soll der Berühungskegel der Fläche 
heifsen, die Loxodromen der Berühungspunkte sollen (zum 
Unterschiede von der Berührungsspirale der Punkte -ff 
der Symmetrieebene) als die Berührungsloxdromen 
bezeichnet werden. Zu beiden gehört als Projektion die 
Spirale der N. 

§ 223) Die Bewegungskurven der übrigen 
Kreisschnittspunkte sind ebenfalls Kegelloxo- 
d r m e n , jedoch solche anderer Kegel. Jede Verbindungs- 
linie eines solchen Punktes mit M behält nämlich während 
der Bewegung ihre Neigung gegen die Symmetriebene bei, 
bewegt sich also auf dem Mantel eines Kegels, der im all- 
gemeinen die Spiralfiäche in solchen Kurven schneidet, von 
denen je zwei symmetrisch sind, je zwei perspektivisch zu 
einander in Bezug auf M sind. Jeder solche Kegelmantel 
schneidet die Fläche in allen Windungen, die unendlich zahl- 
reichen Schnittpunkte jeder seiner Geraden liegen aber auf 
einer der vier Kurven. Die Sondertälle des paarweisen 
Zusammenfallens für die Grenzspiralen und für die den 
Punkten N entsprechenden Loxodromen (Berührungsloxo- 
dromen) liegen auf der Hand. 

In der Projektion auf der Grundrifsebene 
erscheinen alle diese Bewegungskurven (wie 
schon angedeutet) als logarithmische Spiralen; 
sie sind also zugleich Loxodromen senkrechter 
Gylinder, welche die logarithmischen Spiralen 
zur Grundlinie haben, d. h. „Schraubenlinien^' 
von konstantem Steigungswinkel v. Ist dem- 
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nach/ dleLänge einer logarithmischen Spirale 
von einem ihrer Punkte bis zum Centrum M, so 

ist die Länge der zugehörigenBewegungskurve 

l p 

V = = — , wenn p der entsprechende 

cos V cos a . cos v' ^ ^ 

Badius vector der Spirale ist. 

§ 224) Die höchste und die niedrigste der Be- 
wegungskurven sollen in dieser Hinsicht berechnet werden. 
Sie gehören zu dem Punkte H^ der Figur 218. Dieser liegt 
in der Höhe r^ cos d oder H^ Hq über der Grundrifsebene. 

TT 1/ 

Die Länge der entsprechenden Spirale ist l = —^ — - Dabei 

cosa 

berechnet sich B^ M als Mittellinie des Dreiecks MA^ C^ 
nach der Formel t^ = ^ Y2b^-\-2c^ — a^ als 

wobei die GrOfsen pAo, poot \ ^o °*^^ § 221 durch die 
gegebenen Gröfsen p^, r^, a saszadrttcken sind. Es ist 
nämlich 



Po 



PAo = -r yypl — »-o C08* a + r^ sin a], 



Po 



Poo = -r ^^Po — »"o cos* a — r^ sin o], 



♦•o 



2r. 



A ^0 = 2r^ cos<J=— ^V„2_rJcos«a. 

Po 



Denkt man sich den betreffenden Spiralcylinder zur 

7 



Ebene aufgerollt, so wird die Spirale zur Geraden |9=""" ^ 



cos a 

die Bewegungskurve zur Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks, und da die Kathete 



Po 
ist, so ist die Länge der Bewegungskurve 



^ Vcosa/ ' " 



2 
' 
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wo die entsprechenden Werte einzusetzen sind. Der kon- 

H H' 

stante Steigungswinkel v berechnet sich aus tan v= J{ ^ ^ 

l ^^0 

oder aus cosv = -^. (Er stimmt also nicht etwa mit dem 

Steigungswinkel d der Kegelgeraden H^Z^ überein. Es 
sind eben von den Bewegungskuryen verschiedene Kurven, 
die noch zu besprechenden Krtlmmungslinien zweiter Art, 
deren Gefälle mit denen der Kegelgeraden flbereinstimmt. 
Auch die Bewegungskurven, die über den Punkten M^ 
schweben, zeigen andere Steigungswinkel, denn sie passieren 
nicht den höchsten Punkt des Kreisschnittes, schneiden diesen 
auch nicht rechtwinklig, H^ gehört nicht zu der durch M^^ 
gehenden Spirale.) 

In entsprechender Weise kann für jede der Bewegungs- 
kurven der Steigungswinkel berechnet werden. Man hat 
nur die Länge der betreffenden Spirale zu bestimmen und 
die Höhe des Kreisschnittpunktes über der Grundrifsebene 
zu berechnen. 

§ 225. Die Krümmungsradien der Bewegungs- 
kurven bestimmen sich folgendermafsen. Der Krümmungs- 

radius des spiralischen Cylinders ist ^ = -r^^ wenn p der 

Radius vector des betreffenden Spiralpunktes ist. Man 
denke sich den entsprechenden Krümmungscylinder ge- 
zeichnet und auf ihm in dem zu untersuchenden Punkte des 
Kreisschnittes eine „Schraubenlinie^ vom Steigungswinkel v 
angebracht, der nun als konstant vorausgesetzt wird. Diese 

Schraubenlinie hat den Krümmungsradius q'= —^-^ und 

dieser ist zugleich der der untersuchten Bewegungskurve 
an der betreffenden Stelle. Allgemein ist demnach 
der Krümmungsradius der Bewegungskurve 

e'= ■ p , , 

^ sm ö cos* V 

80 dafs er proportional dem betreffenden 
Radius vector der Grundrifsspirale und um- 
gekehrt proportional dem Quadrate vom 
Cosinus des Steigungswinkels ist. 
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§ 226. Die beiden Scharen tod KTQmmnngs- 
li&ien der Spiralrölireiifläelie sind die Ereissehnitte 
nnd deiea orttiogonale KurTensehar anf der Fläche. 
Die Gründe branchen hier nicht wiederbolt zu werden. Die 
TangentcD der zweiten Schar längs eines EreisscbnitteB 
treffen sieh sämtlich in der Spitze des zn diesem gehörigen 
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Kegels, wo sie im allgemeinen die Symmetrieebene dureh- 
stofsen. Wird diese als Gmndrifsebene betrachtet, so ist die 
Projektion des Systems leicht zu zeichnen, d. h. mit beliebiger 
Annäherung zn konstruieren, was in Figur 119 geschehen ist. 
Die Berührungspunkte des Kreises M^ geben die Pro- 
jektion des Kieisschnittes A^ C^, deren Verlängerung Tan- 
gente der Spirale der J ist. Nach Zeichnung dieser Spirale 
sind ihre Tangenten konstruiert, die unter demselben Winkel y 
aufeinander folgen. Dies geschieht bequem mit Hilfe eines Teil- 
kreises 1, der um M geschlagen und in entsprechender Weise ein- 
geteilt wird. Die von den Teilpunkten nach M gehenden Radien 
geben auf der äufseren (oder inneren) Grenzspirale die be- 
trefifenden Punkte ö, + i, + 2, + 5, . . . , von denen aus dann 
Tangenten an die Spirale der J zu legen sind. Diese geben 
die Kreisschnitte, deren Halbierungspunkte auf einer Spirale 
(Spirale der B) liegen. Die Tangenten des Kreises Mq in 
den Berührungspunkten geben den Punkt Z^, durch den 
man zweckmäfsiger Weise die Spirale legt, in der die 
Spitzen sämtlicher Berührungskegel liegen. Die zu den 
Kreisschnitten gehörigen Punkte Z findet man wieder mit 
Hilfe eines Teilkreises. Denselben wie vorher nimmt man 
nicht, damit die Zeichnungen sich nicht verwirren. Die 
Teilung geschieht wieder durch von M ausgehende Radii 
vectores, die unter Winkeln y aufeinander folgen. Dabei 
hat man von dem von Z^ ausgehenden Radius vector zu 
beginnen. Die Radii vectores geben auf der Spirale der Z 
die entsprechenden Teilpunkte. (Würde man von diesem 
aus nach den gleichnamigen Halbierungspunkten der Kreis- 
linien Gerade legen, so würden diese ebenfalls unter Winkeln 
y aufeinander folgen. Dies geschieht hier aber nicht, 

sondern Nachstehendes.) Man ziehe die Gerade Z^O nach 
dem Halbierungspunkte der Berührungssehne des Kreises M^ 
bis zum Schnitte mit dem folgenden Kreisschnitte — i, was 
auf diesem einen gleichnamigen Punkt — 1' bestimmt. Dieser 
liegt nicht im Mittelpunkte des Kreisschnittes, sondern auf 
der konkaven*) Seite der Spirale der Halbierungspunkte H^ 

^) Würde man die Abstände der Ereisschnitte zu grofs nehmen, 
80 könnte der Pnnkt auf die Spirale der Halbienmgspunkte und sogar 
auf ihre konvexe Seite fallen. Die Abstände sind aber unendhch 
klein zu denken. Also müssen die Punkte anf die konkave Seite 
fallen. Für unendlich kleine Abstände werden die Abweichungen von 
der Spirale der Halbienmgspunkte ein wenig gröfser, als in der Figor. 
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(denn alle aofserhalb der Spirale der N in Figur 118 
liegenden Spiralen schneiden die Ereissehnitte spitzwinklig, 
nnd das verlängerte Z^O giebt eine Sehne der Spirale der H.) 

Jetzt ziehe man die Gerade Z{ — 1') nnd verlängere sie bis 

zum Kreisschnitte — 2, was — 2' giebt, so fahre man fort 
mit der Geraden von Z{ — 2') bis zum Kreisschnitte — 3' u. s. w. 

— 3 

Dies giebt eine gebrochene Linie ö,— f,— 2',— ^',— 4',..,— ^',..., 
die angenähert die Projektion der zu untersuchenden Kxüm- 
mungslinie giebt. Nach rückwärts verfährt man ebenso. Man 
zieht vom Halbierungspunkte des Kreisschnittes aus eine 
Gerade nach Z^y die den Kreisschnitt i in einem gleich- 
namigen Punkte r schneidet, verbindet diesen mit Z^ und 
markiert den Schnittpunkt 2' auf dem Kreisschnitte 2 u. s. w. 

Diese Punkte i', 2', 5', 4', fallen auf die konvexe Seite 

der Spirale der Halbierungspunkte. 

Setzt man die Konstruktion nach aufsen und 
innen fort, so entfernt sich die Projektion der 
Krttmmungslinien mehr und mehr von der Spirale 
der Halbierungspunkte und nähert sich nach aufsen 
hin asymptotisch der inneren Grenzspirale, nach 
M hin der äufseren Grenzspirale. 

Fängt man nicht mit dem Elreise M^ an, sondern z. B. 
mit einem Kreise Mo\ so entsteht eine ähnliche Kurve. 
Das Ahnlichkeitsverhältnis ist dann p^ : pö. Folglich gilt 
der Satz: 

Die Projektionen der sämtlichen Krümmungs- 
linien zweiter Art der logarithmischen Spiralröhren- 
fläche sind einander ähnlich. Jede schneidet die 
Spirale der Halbierungspunkte der Kreisschnitt- 
linien einmal und nähert sich nach M hin asymp- 
totisch der äufseren Grenzspirale, nach dem unend- 
lichen Bereiche hin der inneren Grenzspirale. Der 
Abstand des genannten Schnittpunktes von M ist 
als Parameter zu betrachten und bestimmt das 
Gröfsenverhältnis. Jede Tangente geht durch die 
Spitze des Berührungskegels, der zu dem zum Be- 
rührungspunkte gehörigen Kreisschnitte gehört. 
Keine der Kurven schneidet eine andere der Schar. 
Auch die beiden Grenzspiralen gehören zu dieser 

Holimfiller, StareomAiria IH. 18 
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Sehar. Bei der äafseren ist der Schnittpankt mit 
der Spirale der Halbiernngspankte im anendlichen 
Bereiche zu Sachen, bei der inneren im Gentrum M. 
Die äafsere ist also ähnlich einem anendlich 
kleinen bei M liegenden Stück jeder Krtlmmangs- 
linie, jede der Erttmmungslinien ist ähnlich einem 
bei M liegenden anendlich kleinen Stück der 
inneren Grenzspirale. 

Dadurch ist die scheinbare Ausnahme hinsichtlich der 
Ähnlichkeit aufgeklärt. 

Denkt man sich ein Modell der oberen Hälfte der Böhren- 
fläche dadurch dargestellt, dafs man über jeder Ereisschnitt- 
linie einen halbkreisförmigen Drahtbügel anbringt, dessen 
Ebene normal zur Grundrifsebene ist, so hat man in den 
Punkten 0', + 1', + 2', + ^S . . . nur Lote zu errichten, 
um die Punkte der eigentlichen Krümmungslinien zweiter 
Art räumlich festzulegen. Trotz der asymptotischen An- 
näherung der Projektionskuryen sind die Erümmungslinien 
in stetigem Steigen begriffen, entfernen sich also nach dem 
unendlichem Bereiche hin immer mehr von den Grenzspiralen. 
Man erkennt dies an den Eegelgeraden, die ihre Taugenten 
sind. Wichtig ist noch folgender Zusammenhang. 

§ 227) Zusammenhang der Erümmungslinien 
zweiter Art mit denen der Erümmungscyklide. Nach 
Figur 118 bestimmen der Ereisschnitt A^ C^ und die zu- 
gehörigen Erümmungskreise fZa nnd fii der Grenzspiralen 
die entsprechende Erümmungscyklide, die dort denselben 
Berührungskegel mit der Spitze Z^ hat. Die Schmiegungs- 
ebenen der Erümmungslinien zweiter Art der Spiralröhren- 
fläche und der Gyklide stimmen dort überein, sie haben als 
Tangenten dieselben Eegelgeraden. Längs des Ereis- 
schnittes A^ Cq gehen diese Schmiegungsebenen für 
die Gyklide sämtlich durch die in der Grundrifs- 
ebene liegende Achse Z^A^^ (vergL Figur 120). 
Dies ist also dort auch für die Spiralröhrenfläche 
der Fall. Dabei ist A^ C^ \\ Z^ A^^ wie bei der Gyklide. 
(Dies folgt auch daraus, dafs die Spirale der Z Evolyente 
der Spirale der Eugelmittelpunkte M^ ist.) 

Die Erümmungskreise fXa und fii stimmen für das Auge 
auf längere Strecken mit den Grenzspiralen überein. Mathe- 
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matisch sagt man, sie hätten je drei Punkte mit ihnen ge- 
mein. Demnach darf man auch sagen, Gyklide und 
Böhrenfläche stimmten dort in drei dicht auf- 
einander folgenden Kreisschnitten ttberein. Demnach 
stimmt jeder Ereisschnitt zweiter Art der Gyklide in drei 
Punkten mit der ihm entsprechenden Erttmmungslinie zweiter 
Art der Spiralfläche flberein. Daraus folgt: Die Ereis- 
schnitte zweiter Art der Krflmmungscyklide 
sind die Krümmungskreise der entsprechenden 
Krümmungslinien zweiter Art auf der Spiral- 
röhrenfläche für diePunkte des Kreisschnittes 
{AqCq). Die Mittelpunkte jener Kreise sind 
also die Krümmungsmittelpunkte, und die auf 
ihren Ebenen errichteten Lote sind die augen- 
blicklichen Krümmungsachsen für die Krüm- 
mungslinien zweiter Art der Böhrenfläche. 

Der die drei Kreisschnitte umfassende unendlich dtlnne 
Kreisstreif der einen Fläche läfst sich also von dieser 
Fläche auf die andere übertragen. 

§ 228) Das Gaufssche Krümmungsmafs der 
logarithmischen Spiralröhren fläche stimmt 
also in jedem Punkte überein mit dem der 
zugehörigen Krümmungscyklide in dem ent- 
sprechenden Punkte. Insbesondere findet der 
Übergang von der positiven zur negativen 
Krümmung längs der Punkte Hq statt. 

i 
Die erste Krümmung — ist konstant für die Punkte 

T 

beider Flächen längs jedes Kreisschnittes. Sie bestimmt 

sich aus dem Radius der inneren Berührungskugel. Die 

i 
zweite Krümmung -y bestimmt sich bei der Gyklide 

T 

für jenen Punkt aus dem Badius der äufseren Berührungs- 
kugel, dessen Bichtung mit dem des vorigen jedesmal über- 
einstimmt.. Das Gaufssche Krümmungsmafs für beide 

i 1 
Flächen ist demnach — .—r. 

r r 

Während die erste Krümmung längs des Kreisschnittes 
konstant ist, ist die zweite längs derselben Kurve veränder* 

18» 
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lieh. Bei der Gyklide liegen diese Erttmmungsmittelpankte 
zweiter Art der Fläche auf einer Hyperbel. Diese Hyperbel 
liegt in der auf der Grundrifsebene normalen Symmetrie- 
ebene der Cyklide, sie geht durch die Punkte (la und ^> 
die ihre Scheitelpunkte sind, und ihre beiden Asymptoten 
stehen senkrecht auf den beiden Tangentialebenen, welche 
die Gyklide von aufsen längs eines ganzen Kreises berühren. 
Jeder Punkt dieser Hyperbel ist einer der 
Erttmmungsmittelpunkte zweiter Art der Cykliden- 
fläche für einen Punkt ihrer Kreisschnitte erster 
Art, also auch für einen Punkt des Kreisschnittes 
AqCq der Spiralfläche. 

Während also für die Krümmung erster Art längs des 
Kreisschnittes A^ C^ nur der eine Punkt M^ in Betracht 
kam, kommen für die Ej*ümmung zweiter Art sämtliche 
Punkte jener Hyperbel in Betracht. 

Für die ganze Spiralröhrenfläche liegen die 
Krümmungsmittelpunkte erster Art auf der logarith- 
mischen Spirale der Punkte M^ in der Symmetrie- 
ebene, also auf dem Mittelpunktswege der be- 
wegten KugeL Die Fläche dieser Krümmungs- 
mittelpunkte ist also hier zu einer Kurve ausgeartet. 

Die Krümnngsmittelpunkte zweiter Art dagegen 
liegen auf einer spiralisch-hyperbolischen Fläche, 
die aus jenen Hyperbeln dadurch entsteht, dafs die 
Scheitel ^u« und ^^ der Hyperbel auf der Spirale der 
IIa und fii wandern, wobei die Ebenen der veränder- 
lichen Hyperbel stets normal zur Grundrifsebene 
bleibt, während die Asymptoten ihre Neigung gegen 
die Grundrifsebene beibehalten. 

§ 229) Die abwickelbare Fläche der Flächennormalen 
ist für die Punkte jedes Kreisschnittes A^ C^ der über 
diesem Kreise stehende Kreiskegel mit der Spitze M^, Längs 
der Krümmungslinien zweiter Art handelt es sich um die- 
jenige abwickelbare Regelfläche, welche durch jene Kurven 
und die Normalen gebildet wird und eine Gratlinie besitzt, 
auf deren Untersuchung hier nicht eingegangen werden soll. 
Die Gratlinie für die erste Kj-ümmung ist der Punkt M^. 

Wandert ein Punkt auf der Spiralröhrenfläche 
längs einer der Bewegungskurven, so ist dabei das 
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Oaufssohe Erümmungsmafs der Fläche umgekehrt 
proportional dem Quadrate seines Abstandes vom 
Centrum M der Fläche. 

Die sämtlichen Tangenten jedes Ereisschnittes der 
Spiralröhrenfläche gehen durch die Hauptachse JX der 
jedesmaligen Erümmungsc jklide , bertlhren also den 
spiralischen Gylinder, der zu den Punkten J gehört, längs 
einer seiner Geraden. 

Die Tangenten jeder Bewegungskurve schneiden die 
Grundrifsfläche in einer bestimmten logarithmischen Spirale 
der Schar. Die Tangenten der Ereisschnitte längs der 
Punkte einer Bewegungskurve schneiden die Symmetrie- 
ebene der Fläche ebenfalls in einer logariihmischen Spirale. 
Man bemerke, dafs von der Ejümmungscyklide stets nur 
der Ereisschnitt erster Art in Frage kommt, der normal zur 
senkrechten Symmetrieebene steht und daher in der nach- 
stehenden Figur 120 als Gerade durch J^ erscheint. 
(Eigentlich handelt es sich um zwei solche Ereise, die 
hinter einander liegen.) 

Entsprechende Sätze lassen sich noch in gröfserer Zahl 
aufstellen. Sämtliche werden sich am besten an einer be- 
stimmten Eonstruktionsfigur erläutern, die jetzt ausgeführt 
werden soll. 

§ 230) Aufgabe. Die aus der Bewegung einer 
veränderlichen Engel hervorgehende logarithmische 
Spiralröhrenfläche soll gezeichnet werden, und 
zwar in der Projektion auf die als Grundrifsebene 
betrachtete Symmetrieebene. Dabei sollen ge- 
geben sein der Badius vector Pq=MMq^ der zu- 
gehörige Eugelradius r^ und der Schnittwinkel a 
der Spirale des Mittelpunktsweges. Dabei wird 
folgendes verlangt: Die beiden Grenzspiralen, ihre 
Erümmungskreise fia und f^i für die Punkte A^ und C^, die 
Centrale jü^ der zu A^C^ gehörigen Erümmungscyklide. 
Die Ejllmmungscyklide selbst im AuMfs, wobei jene Centrale 
als Grenzlinie für Grund- und Aufrifs betrachtet werden 
soll (die Centrale ist nur aus Baumgründen nicht horizontal 
gelegt), die einfachste isothermische Einteilung dieser Cyklide 
durch Ereisschnitte (Erttmmungslinien) zweiter Art. Die Über- 
tragung dieser Einteilung auf A^ C^ und die durch die Teil- 
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Fig. 120. 
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punkte gehenden Spiralen (als Projektionen der Bewegangs- 
knryen); eine regelmäfsige Einteilung der Fläche durch 
Kreisschnitte und die Diagonalkurven des entstehenden Yier- 
ecknetzes. (In Fig. 120 mufs oben stehen „Kreis ii^^,) 

Auflösung. Man konstruiere wie vorher aus M, 
MMq = p^y Kreis M^ und a die Tangente M^H^ der Mittel- 
punktsspirale und mit Hilfe des Lotes MZ^ auf p^ die Länge 
MZq dieser Spirale. Tangenten, die von Z^ aus an den 
Kreis M^ gelegt werden, geben die Punkte A^ und C^, 
durch welche die beiden Grenzspiralen zu legen sind. Die 
rechtwinkligen Dreiecke A^Mfia nnd C^M/^k^ iu denen die 
Geraden A^f^a und C^^ durch M^ gehen, bestimmen /u^ 
und fÄiy die Gerade A^ C^ giebt den Schnitt N^^ auf p^ und 
Jq auf fiafiij und dabei mufs A^J^ 9xj£ fiafM senkrecht stehen, 
und MJq mufs die Fortsetzung von Z^M sein, worin eine 
Kontrolle fttr die Genauigkeit der Zeichnung liegt. 

Man zeichne jetzt die Krttmmungskreise fia und ^^ welche 
die Centrale fiam in den Punkten und 0' bezw. 8 und 8* 

schneiden. Die Halbierungspunkte m und m! von 0, 8 und 

0\8* geben die Mittelpunkte der als Kreise erscheinenden 
Berührungskugeln der zu ^4^ C^ gehörigen Krttmmungscyklide. 
Die gemeinschaftlichen äufseren Tangenten dieser Kreise 
geben auf der Centrale den Punkt A*. Durch diese Tan- 
genten und die beiden Sj-eise ist der Aufrifs der KrUmmungs- 
cyklide gezeichnet. (Die Punkte A* Z^H^J^ müssen ein 
Bechteck geben, worin wiederum eine Genauigkeitskontrolle 
liegt. Dabei mufs A'Z^ Tangente der Spirale der Z sein.) 

Die isothermische Einteilung der Ejümmungscyklide 
durch Kreisschnitte zweiter Art geschieht bequem am Kreise m 

mit Hilfe der Tangente J^ 4j der Geraden 0, 4, X^, (wobei 
JqX^^ die Fortsetzung von A^J^ und zugleich Hauptachse 

der Cyklide ist), der Tangente X^, 2, der Geraden 2, ö, J^ 



oy 



der Geraden Ö, 6*, E^ (wo bei E^, auf J^ X^ lie gt), der Tan- 

gente E ^ 3, der Geraden X^ 5, i, der Geraden ijö^E^ oder 

3y öj J^j der Geraden i, 7, «7^, so dafs man am Kreise m die 
Teilpunkte Oy Ij 2, 3^ . . . 8 hat. Diese Teilpunkte verbinde 
man mit A', was auf dem Kreise m' die Teilpunkte O'y i', 
2', . . . 8' giebt und auf der Geraden JqXq^ die Kreisschnitte 



)) 
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erster Art der Cyklide giebt, die Teilpunkte ö^, 1^, 2^^ «9^, 
4^, ... ^0, die teUs vom, teils hinten zu denken sind. 

Projiziert man M^ auf die Centrale f^al^i, was Mq giebt, 
so mufs die Berührungskugel Mq der Cyklide von selbst 
den Kadius r^ haben. (Sie ist in der Figur mit gezeichnet.) 
Der Kreisschnitt der Cyklide, der in die Gerade J^ X^ fällt, 
mufs von selbst einen Durchmesser gleich A^ C^ haben. Auch 
darin liegen gute Genauigkeitskontrollen. Dieser letztere 
Kreis werde um 90^ gedreht, so dafs er mit den Punkten 
ö, 7, 77, 777, IV, . . . F7Z7 in die Ebene der Aufrifszeichnung 
fällt. Diese Punkte selbst erhält man durch Parallele zur 
Centrale fta/^ij die durch 0^, 1^, ^o> • • • '^o S^l^?* sind. Jetzt 
mache man auf A^C^ die Strecken 11^1"= 1^ 7, Hq2*'= 2^ II, 
W3^=3JII,H;4^=4Jv;E^ 

H^ 7"= 7^ VII Durch die Punkte i", 2", 5", ... 7" von 
AqCq sind dann die Spiralen der Schar zu legen, 
welche die verlangte Einteilung des Flächen- 
streifs bezw. der ßöhrenfläche geben. (Diese Ein- 
teilung ist keine isothermische, die Kurven aber sind Pro- 
jektionen von Isothermen der Fläche.) 

Um die geforderten Kreisschnitte zu erhalten, zeichne 
man eine beliebige Tangente (an die Spirale der J) A^C^ 
als Nachbarkreisschnitt zu A^C^. Dies giebt einen Centri- 
winkel CJjifC^=y der inneren Grenzspirale. Auf dieser 
markiere man Punkte CJj, Cj, (7^, Cg ..., bezw. C_i, C_2j 
CLs, . . ., deren Badii vectores unter dem Winkel y aufein- 
ander folgen. Die Tangenten, die von diesen Punkten an 
die Spirale der J gelegt werden, geben die Bjreisschnitte 
-4^ Cg, A^ C'g, . . . bezw. A^i C_i, -4_2 C_2 n. s. w. (Diese 
Kreisschnitte sind keine Isothermen.) 

Damit ist das verlangte Vierecksnetz gezeichnet, 
welches die Projektion des Vierecksnetzes der 
Röhrenfläche ist. 

Die verlangten Diagonalkurven sind nun mit beliebiger 
Genauigkeit einzutragen. Man erhält sie genauer, wenn 
man statt der 8 Teilpunkte des Halbkreises m etwa IS, 32, 
64, ... Teilpunkte konstruiert und statt des Winkels y der 

Badii vectores den Winkel -h"> -7-, -^> • • • wählt. (Umgekehrt 

2 4 o 
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aber kann man die Schnittpunkte der Diagonalkurven be- 
nutzen, um mit grofser Genauigkeit weitere Spiralen bezw. 
Ereisschnitte zu erhalten. Dann kann man neue Diagonal- 
kuryen einschalten u. s. w.) 

Man denke sich so die Teilung bis ins Kleinste fort- 
geführt, so dafs man sehr kleine, für die Grenze sogar un- 
endlich kleine Vierecke vor sich hat. Nur von solchen soll 
jetzt die Rede sein. 

§ 231) Bemerkungen. In der gezeichneten Projektion 
sind diejenigen kleinen Vierecke, die demselben Streifen 
zwischen zwei Nachbarspiralen angehören, einander ähnlich. 
Für den Fall unendlicher Elleinheit sind die entsprechenden 
Vierecke der Fläche eben, gehören also Tangentialebenen 
an. Die Tangentialebenen eines solchen Streifens haben aber 
dieselbe Neigung gegen die Grundrifsebene. Folglich sind 
auch die Vierecke des betreffenden Streifens der 
Böhrenfläche ähnliche Vierecke. An dieser Ähnlichkeit 
nehmen auch die beiden Gruppen von „Diagonalen" teil. 
Dagegen sind die längs eines Ereisschnittstreifens liegenden 
Vierecke des Netzes auf der Böhrenfläche einander nicht 
ähnlich. Jede der Diagonalkurven wird also von den 
verschiedenen Bewegungskurven unter verschie- 
denen Winkeln geschnitten, von jeder einzelnen 
Bewegungskurve werden aber sämtliche Diagonal- 
kurven jeder Schar unter demselben Winkel ge- 
schnitten. Demnach sind sämtliche Diagonalkurven 
jeder Schar einander ähnlich, so jedoch, dafs die 
homologen Teile demselben „Spiralstreifen" an- 
gehören; aufserdem besteht jede Diagonalkurve 
des Netzes aus lauter ähnlichen Umgängen um die 
Röhrenfläche. Die homologen Linien und Flächen- 
teile der Vierecke eines „Spiralstreifens" bilden 
daher geometrische Reihen, die in der Richtung 
nach M hin konvergent sind. 

§ 232) Durch Inversion vom Gentrum M aus 
verwandelt sich die Böhrenfläche in eine symmetrische 
Fläche. Jeder Ereisschnitt wird wieder Ereisschnitt, jede 
Berührungskugel wird wieder Berührungskugel, jede der 
Bewegungskurven wird eine symmetrisch ähnliche Be- 
wegungskurve, jede der Krümmungscykliden wird Krüm- 
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mungscyklide, die konstroierte Einteilnng der Fläche wird 
wieder eine solche^ folglich gehen die beiden Scharen von 
Diagonalknrven in zwei Scharen von Diagonalkorven über, 
die eine symmetrisch ähnliche Einteilnng geben^ und zwar 
geht jede Schar in eine symmetrisch ähnliche tlber. Die 
Krtlmmungslinien zweiter Art werden wiederum solche, die 
Bewegnngskoryen ebenfalls. Sämtliche logarithmischen 
Spiralen der gezeichneten Schar werden wieder solche. Die 
sämtlichen Krümmnngscykliden verwandeln sich in ähnliche, 
wobei der Znsatz symmetrisch Überflüssig wird. Die zn den 
Kreisschnitten gehörigen Berührungskegel werden Cykliden 
besonderer Art mit je zwei Ejiotenpunkten. Die über den 
logarithmischen Spiralen zu denkenden senkrechten Gylinder,. 
deren Loxodromen die Bewegungskurven der Böhrenfläche 
sind, gehen in Flächen über, die man sich durch ein Modell 
vorstellen kann. Man hat nur nötig, die neue logarithmische 
Linie auf Holz zu zeichnen und über jeden Badius vector 
einen senkrecht auf der Ebene stehenden halbkreisförmigen 
Drahtbügel zu stellen. Die Loxodromen des Cylinder» 
werden Loxodromen der nur zur Hälfte dargestellten Fläche 
und zugleich Loxodromen der Flächen, in welche die zu- 
gehörigen Kegel der erstgenannten Loxodromen übergehen. 
Die Kegel werden wieder Cykliden mit zwei Ejiotenpunkten, 
von denen einer nach M fällt. 

Da sämtliche Geraden, wie die Tangenten und Nor- 
malen, in Kreise durch M. übergehen, sämtliche Ebenen, wie 
die Tangentialebenen, Ebenen der Kreisschnitte, Normal- 
ebenen, der Kurven u. s. w. in Kugeln durch Jlf, so bleibt 
eine Beihe der ausgesprochenen Sätze in neuer Fassung 
erhalten. Die vorkommenden harmonischen Punkte und 
Strahlen (z. B. J^^ C^, N^, A^) gehen in Punkte von Ejreisen 
über, die das Möbiussche Doppelverhältnis — i haben. 

§ 233) Die Aufgabe, den Aufrifs der Spiral- 
röhrenfläche zu zeichnen, bleibe als instruktives Übungs- 
beispiel dem Leser überlassen. Man lege dabei Figur 120 
zu Grunde, lege sie jedoch so, dafs fia fH horizontal wird, so 
dafs der Kreis A^ Cq in die Gerade J^ X^ des Aufrisse» 
fällt, in dem die Ejilmmungscyklide natürlich wegfällt, 
während die Punkte 0^, i^, 2^, . . ., ^o bestehen bleiben. Man 
kann sich auf die Darstellung eines halben Umgangs be- 
schränken und dessen andere Hälfte auf besonderem Blatte 
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konstmieren. Von Wichtigkeit sind die beiden Kugeln, 
deren Mittelpunkte im Grundrifs in der durch M gelegten 
(neuen) Horizontalen liegen, denn für diese liegt der in 
Figur 118 als wichtig charakterisierte Punkt N auf dem 
scheinbaren Umrisse. Die Verbindungslinien dieser Punkte N 
geben die Grenzlinien des BerUhrungskegels der Fläche (mit 
der Spitze M und der dort auf der Symmetrieebene senk- 
rechten Achse), auf dem die Bertthrungsloxodrome nun 
leicht zu zeichnen ist. Auch die übrigen Eegelloxodromen 
werden am besten an ihren Kegeln konstruiert. Die Schnitte 
der Aufrifsebene durch die Eeihe der Berührungskugeln 
werden mit Hilfe von Schnittkreisen konstruiert, deren üm- 
htUlende die gesuchten Ovale sind. 

§ 234) Isothermisches. Hat man den Grundrifs 
und Aufrifs gezeichnet, so lassen sich weitere Konstruktionen 
durchführen. Die Tangenten des durch denselben Punkt 
gehenden Kreisschnittes und der dortigen Bewegungskurve 
oder auch der Krümmungslinie z. B. bestimmen eine Tangential- 
ebene der Spiralröhrenfläche. In dieser Ebene denke man 
sich auf der Tangente der Bewegungskurve ein Lot errichtet, 
welches bis zur unendlich benachbarten Bewegungskurve hin 
als auf der Fläche betrachtet werden kann, so dafs man ein 
Element einer Orthogonalkurve des Systems der Bewegungs- 
kurve hat. Die Aneinanderreihung dieser Elemente giebt die 
Orthogonalkurve selbst in beliebig genauer Darstellung. 

Alle diese Orthogonalkurven erscheinen im 
Grundrifs als ähnliche Kurven, so dafs man nur eine 
einzige zu konstruieren braucht. Sie sind auch in Wirk- 
lichkeit einander ähnlich. Aus Symmetriegründen 
sind sie geschlossene Kurven. Zeichnet man sie (mit 
Hilfe ,.der gleichen Winkel y bei M) in Abständen, welche 
der Ähnlichkeit entsprechen, so erhält man eine iso- 
thermische Einteilung der logarithmischen 
Spiralröhrenfläche in Bingstreifen. Denkt man 
sich nämlich ein kleines „Rechteck^ aus zwei benachbarten 
Kegelloxodromen der Fläche und den Grenzlinien eines 
solchen Bingstreifens konstruiert, und setzt man die erst- 
genannten Kurven durch die Schar von Ringstreifen fort, 
so erhält man lauter ähnliche Rechtecke, z. B. läuter 
Quadrate. Denkt man sich an eine solche Quadratreihe eine 
neue angelehnt, und fährt man so fort, so hat man schliefs- 
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lieh die ganze Fläche in ein System (schliefsender oder 
nichtschliefsender d. h. ttbereinandergreifender) Qoadratreihen 
eingeteilt. Damit ist folgendes nachgewiesen: 

Die logarithmische Spiralröhrenfläche läfst 
sich dnrch die auf ihr liegende Schar von Eegel- 
loxodromen and deren Orthogonalschar in ein 
System ähnlicher Rechtecke einteilen. Beide Knr- 
yenscharen sind also isothermische. Demnach läfst 
sich die Fläche auf einem unendlich langen ebenen 
Parallelstreif konform so abbilden, dafs die Grenz- 
linien des letzteren einer der Kurven der ersteren 
Schar entsprechen, die Parallellinien des Streifens 
dagegen der ganzen Schar. Die orthogonale 
Parallelenschar entspricht dabei der Schar der 
Eegelloxodromen. 

Die beiden Scharen von Diagonalkurven einer 
solchen Einteilung sind Loxodromen der loga- 
rithmischen Spiralröhrenfläche, welche eine Ein- 
teilung in kleine ähnliche Rhomben geben. Jede 
dieser Loxodromenscharen ist eine isothermische 
Kuryenschar und giel)t mit ihrer Orthogonalschar, 
die ebenfalls eine Loxodromenschar ist, ebenfalls 
die Möglichkeit einer Einteilung in ähnliche 
Rechtecke. 

Man kann demnach die logarithmische Spiral- 
röhrenfläche auf dem ebenen Parallelstreif auch so 
konform ' abbilden, dafs die Grenzlinien des 
letzteren einer der Loxodromen der Fläche ent- 
sprechen. 

Jede solche isothermische Einteilung geht durch 
Inversion von M aus in eine symmetrisch ähnliche 
über, jede einzelne der Kuryen also in eine sym- 
metrisch ähnliche. 

über die aus diesen Sätzen folgenden physikalischen 
Beziehungen soll hier nicht von neuem, gesprochen werden, 
auch nicht über den Reichtum von Übungsaufgaben geo- 
metrischer und funktionen-theoretischer Art, die sich an- 
schliefsen lassen. Über die allgemeinen Inyersions-Trans- 
formationen der Fläche soll noch besonders gesprochen werden. 

Von besonderem Interesse sind die Vergröfserungs- 
yerhältnisse, die bei der konformen Abbildung auf den 
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Parallelstreifen auftreten. Man braucht diese nur für die 
Punkte eines einzigen Ereisschnittes zn kennen, dann sind 
sie sämtlich bekannt. Das Vergröfsernngsverhältnis nimmt 
nämlich für die Punkte jeder der Kegelloxodromen der 
Fläche zu, wie die Radii vectores dieser Punkte zunehmen. 

§ 235) Aufgabe. Den Flächeninhalt der loga- 
rithmischen Spiralröhrenfläche vom Centrum M bis 
zu einem gegebenen Kreisschnitte zu berechnen. 

Auflösung. Man berechne zunächst die zwischen zwei 
nahe benachbarten Kreisschnitten A^ C^ und A^ C, liegende 
Bingfläche, die sich für die Grenze als Mantel eines ab- 
geschrägten Drehungskegels betrachten läfst. Ein 
solcher ist in Band 11 § 260 (Formel 5) berechnet als 

wo h die Gerade von der Kegelspitze Z^ bis -4^, c die Ge- 
rade von Z^ bis C^ bedeutet, r den Grundradius (hierr^ coscJ), 
a die Gerade A^ C^. Bezeichnet man die „Geraden" A^A^ 
und Cq C^ mit «^ und «3 (vergl. Band II) und die Kegelseite 
Zq Aq = Zq Cq mit s, so hat man für b zu setzen s — s^^ für 

c dagegen « — «8, endlich ist A^C^=^=Yb^-\-c^ — 26ccosa 

hier gleich >^6* -|- c^ 26c cos (2 d), wobei 2d der Haupt- 
schnittwinkel des Kegels an der Spitze ist. Für b und c 
sind nun die eingeführten Werte zu setzen. Dann hat man 
als Mantelinhalt 

M = 

^[^,^??ZjZ?«v^^ja+(^j«^2(«-^,)(5-«3)cos2(5-(«2-«3)«], 

Hier ist cos 2d = cos* ö — sin* ö = 



8 



a_^2 ^a «« — 2r« 2r* 



= i 



8^ 8^ ~ 8^ «* • 

Setzt man letzteres für cos 25 ein, so hebt sich vieles weg 
und die Formel geht über in 



M 



^p- ^' 4 '' V^(^-^a)(^-^8)-^ 
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oder endlich in 

1)M= "^[28^-^28-8, -8^)y^8-8,){8^~^l 

Im Anschlufs an die Bezeichnungen in Figor 118 setze 

man jetzt r = r^, cos <J, « =— ^. Der Bogen C^ C^ ergiebt 

tan o • 

sich bei sehr kleinem y aus AC^C^M als Sg = MC^ . — 



sma 



siny T—^ siny 

^^ sin a ^ * * sin a' 



ebenso Aq A^ als «, = p . . « 



>tan a 



smy 
*sina' 



Der Ausdruck unter der Wurzel in Gleichung 1) geht also 
über in 

f_!o p i^JL ^^^X^^^ — V ^^.e^\ 

Vtand ^^ sin« / Vtand ^^ sin« / 

Er vereinfacht sich aber erheblich durch folgende Über- 
legung. Man hat schliefslich / als unendlich klein zu be- 

- y 
trachten, so dafs man «*»*^ « = e<> = i setzen darf. (Dies ist 
nicht gestattet für a = o und a = 180^^ was jedoch nur 
den Fsdl bedeutet, wo die Spirale zur Geraden wird. Um 
diesen handelt es sich hier nicht.) Aufserdem darf man für 
unendlich kleines y statt sin/ einfach y schreiben. Multi- 

pliziert man nun aus, so hat man das endliche Glied - — ^, 
die unendlich kleinen Glieder erster Ordnung 

üo_ p -1— nnd ^^ü ^ 

tan<J '-^-^ sin« tand^^o sina 

und das unendlich kleine Glied zweiter Ordnung p^ .pco« . ^ » 

Diese drei letzten Glieder sind für die Grenze gegen das 
endliche Glied zu vernachlässigen, und so ist statt der Wurzel 

einfach zu schreiben , ^ > . Setzt man nun alles Genannte 

tano 

in die Formel 1) um, so entsteht der Ausdruck 
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„ r„ W»<J Ltand sina* •^^»+^«»^Jtana|- 



^ 

^tan d 

Auch hier ist e**^ « = i und sin y = y zu setzen, aber 
die unendlich kleinen Glieder erster Ordnung, dürfen hier 
nicht yemachlässigt werden, weil die endlichen Glieder 

+ 7 — |-s sich wegheben. Schliefslich erhält man für den 

unendlich kleinen Mantel die Formel 

2) 3f, = fHIoco8 5^(p^+l,06). 

Jetzt ist die geometrische Reihe aller dieser Mäntel bis zum 
Centrum M hin zu bilden, was auf die Summe 

F=2JM^ = Jlfj [i -f e"*^ + "t^ + ] 

_ ^1 



2y 

i « twia 

führt. Führt man, wie früher, die Reihenentwickelung der 

Potenz von e durch, und setzt man dort nach Hebung der 

2y 
+ 1 den Faktor , ' heraus, so erhält man schliefslich 
— tan« ' 

für unendlich kleines y^ da die Reihensumme gleich 1 wird. 

Setzt man den Wert von M^ aus Gleichung 2) ein, so er- 
hält man, da y im Zähler und Nenner vorkommt, und daher 
gestrichen werden kann, für die Fläche den endlichen Ausdruck 

3) F^'^^^^p^ + po). 

^ 4 cosa^ ' ^ 

Jetzt soll alles auf die gegebenen Gröfsen p^y r^, a 
zurückgeführt werden. Nach obigem ist (vergl. § 221) 

(Pa« + Po.) cos d = —{pl — r% cos* d). 

^0 
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Demnach wird der Flächeninhalt der Spiral- 
röhrenfläche von Aq Cq bis znm Centrum M hin 

TT Po — rjcos^a 
4) ^ =-^' 



2 cos a 

eine Formel, die leicht in Worte zu kleiden und geometrisch 
zu deuten ist. Schreibt man dafür 

F = ^f7_(ÜLco8ay|, 
2eosa|_ Vpo /J 

nnd bedenkt man, dafs -^ für die gesamte Fläche konstant 

Po 
ist, so erkennt man, dafs der Flächeninhalt proportional 

dem Quadrate des Badiusvectors p^ ist. 

§ 236) Bemerkungen. Für den Sonderfallj?<j = r^ gehen 
sämtliche Bertlhrungskreise durch M, für diesen Fall wird 

2 cos a 

Für den Sonderfall p^ = Vq cos a ist die Fläche gleich 
Null. Es handelt sich dabei um den Fall, bei dem die 
äufsere und die innere Spirale zusammenfallen und die 
Evolvente der Mittelpunktsspirale bilden, wobei die Tangente 
der letzteren zugleich die Normale der Grenzspirale ist. 

T 

Dabei ist in der That ©« = — - — = Qa- Dieser Fall ver- 

^^ cos a ^ 

dient überhaupt besondere Besprechung. Für ä = 4ö^ ist 

Für gewisse Betrachtungen ist noch eine andere Formel 
für F bemerkenswert. Es ist nämlich auch 

^ . « + €. € €. 

, . 2 8m — ir-^cos — j-^ 

, smc + sin«, 2 2 

pÄ, + Pc,=Po ^^ = Po ^^ 

sbi{90^ — <J)cosa cos d cos« 

= ^Po ^HTÄ — = ^Po 



sm * '' sm 
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Dadurch wird 



2 sin 

Mit dieser Formel läfst sich nämlich leicht die für die 
Mantelfläche des zmn Exeisschnitt A^ Cq gehörigen Tangenten- 
kegels geltende vergleichen. Diese ist 

TP, J6 ''o 2C0S*d 

F'=^7tr8 = 7trt. COS ^ " > = yr ro . ^ . 

" tano smo 

Daraus folgt 



oder 



F=F' 



Po 



Folglich: Welches auch der konstante Schnitt- 
winkel der Spiralen sei, stets verhält sich die 
Mantelfläche des Tangentenkegels zu der Spiral- 
röhrenfläche, wie der Durchmesser der bewegten 
Kugel zum Radius vector ihres Mittelpunktes. 

Ist z. B. Pq = 2 r^, so sind beide Flächen von demselben 
Inhalt. Für Po > ^ ^o ^^^ ^^^ Spiralfläche die gröfsere, fttr 
jp<2r^ die Kegelfläche die gröfsere. 

Es ist auch zweckmäfsig, den Flächeninhalt F mit der 
Fläche der Kugel M^ oder deren Kalotte über A^Cq in 
Verhältnisbeziehung zu setzen. 

§ 237) Aufgabe. Den Bauminhalt der Spiral- 
röhrenfläche fttr das Stttck von M bis zu einem 
Kreisschnitte A^ C^ zu berechnen. 

Auflösung. Nach Band U § 260 ist der Inhalt dea 
abgeschrägten Drehungskegels 

•^1 = -j [»•' Ä — p, Pt Vpi p, ] 



r . Ä - ^*- (^ - <>)' | A^+c)«-an 



TT 

oder 

HolimttlUr, Steraematri« m. 19 



290 IV. Verallgememerte Böhrenflächen a. ihre Invendonsyerwandteiu 

Führt man dieselben Bezeichnungen ein, wie bei der 

h 
Berechnnng der Fläche, nnd setzt man — = cos d, so wird 

die Formel 

24 ^ 

Dabei wird der Ausdruck unter der Wurzel 

2r^ 
Wiederum wird cos 2 d = cos^ ö — sin' d = 1 s-. 

Bei der Auswertung der Ausdrtlcke hebt sich wiederum 
vieles weg, und zunächst wird 



^ 24\ 



8r^ 8 cos d 



Hier kann man für (l ^j schreiben cos' 5 und 

dadurch wird 



7t r^ 



J^ = eo8(J.—2-[«*—(«—«a)(«— «3) V(»— «,)(« — «g)] ). 



38 



T 

Jetzt ist einzusetzen r^^cosd für r, — ^ für «, für 8^ 
unter Vernachlässigung des unendlich kleinen wie oben 
x>Ao -r— , für «g ebenso »g, -r—. Der unter der Wurzel 
stehende Ausdruck geht für unendlich kleines y^ wie bei der 



♦) Die Schreibweise [(« — ^9) (« — «s)]* wird hier yermieden, weil 
sie das korrekte Vemachlässigen des tmendlichkleinen gegen das 
Endliche erschwert 
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2 

vorigen Rechnung, ttber in ^^ , was gleich «* ist, und so 
hat man bis jetzt 

yrrocos'rfcosd |~r' ^0/^*0 ^ y \l ^0 V 



r\ *|tan»d tandltany ^"^sma/li 



8ma/ltan>^ ^ •smaj 



tan«d 



Multipliziert man innerhalb der eckigen Klammer aus, 

SO hebt sich das endliche Glied 7 — «* gegen — - — 5-=, so 

tan^o ° ° tan'a 

dafs nur das unendlich kleine Glied erster Ordnung 

^^Sn^'t«mM + ^^'iES'taiä»5""^^^ 

und das unendlich kleine Glied zweiter Ordnung 

A/ ^ 4* 

stehen bleibt. Das letztere kann gegen das unendlich kleine 
erster Ordnung gestrichen werden, das Unendlichkleine 
erster Ordnung aber bleibt stehen, da das Endliche, gegen 
welches es vernachlässigt werden könnte, weggefallen ist 
Als Rauminhalt des unendlich niedrigen abgeschrägten Kegels 
bleibt also für unendlich kleines y stehen 

Jetzt ist die geometrische Reihe aller solcher Kegelinhalte 
von A^ Cq bis ilf hin zu summieren. Dadurch erhält man 

[ -8y -6y T 

I — « 

Behandelt man den Nenner wie vorher unter Reihea- 
entwickelung, so erhält man nach Wegheben der + 1 durch 

19 • 
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3y 
Heraussetzong von ^ und Feststellen der bleibenden 

° tan« 

Beihensamme als i den Ausdrack 

j j tan et 

Setzt man J^ nach Gleichung 1) ein, so wird 
TT COsM _2,^ , ^ .tana ^2. , ^ cos»d 

worin das Unendlichkleine weggefallen ist, da y gehoben 
werden konnte. Für pA^-\-pc^ ist dasselbe, wie vorher, 

einzusetzen, ebenso ist sin ö = — cos a, cos*ä = — % 

Po Po 

zu setzen. Dadurch erhält man die Formel 

2) J = -^-j-^ — (po — »"o cos* «r = -5- Po ^0 -r— j- 

für den Inhalt des untersuchten Baumes inner- 
halb der logarithmischen Spiralröhrenfläche. 

§ 238) Bemerkungen. Schreibt man für die erste 
dieser Formeln 

T 

und bedenkt man, dafs — ^ für die ganze Fläche ein kon- 

Po 
stantes Verhältnis ist, so erkennt man, dafs der Bauminhalt 

proportional pj ist. 

Der zugehörige Kreiskegel (Tangentenkegel A^ C^ Z^) 
hat den Baummhalt 

7t h ^ 7t /Vf. G08^ö\ ,. 7rrocos*d 



8 



J' = r _ 

3 3 

Demnach ist 



x roCos'0 \ . o._ ^rpcos' 
(,-^Sd^; "^^ '^' ^- ^sincJ 



T, r TtrleoB^ö 27t 2 cos*<J 
5smo 9 ^^ sin 
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oder 

P T— ^ 

so dafs 

3) J=J^^^ 

ist. 

Welches also auch der konstante Schnitt- 
winkel a der Spiralen sei, stets ist der Inhalt 

des Spiralröhrenfläohenraumes das -r-^^-fache 

vom Inhalte des zugehörigen Kegels. 

Die entsprechenden Sonderfälle sind ebenso zu be- 
handeln, wie vorher. Es ist auch zweckmäfsig, die Inhalte 
J innerhalb der Spiralröhrenfläche zu dem der Kugel M^ 
oder dem ihres Segmentes über A^ C^ in Verhältnisbeziehung 
zu setzen. 

§ 239) Schliefsungsprobleme nach Art der 
Steinerschen lassen sich an die untersuchten Flächen an- 
schliefsen. Einige gelten schon auf Grund der Ähnlichkeit, 
z.^B. folgendes: Erftült eine ganzzahlige Reihe von Be- 
rtthrungskugeln gerade einen Umgang der Fläche, so ist 
dies mit jeder solchen Reihe der Fall. Andere gelten auf 
Grund der Abbildung auf den Parallelstreif, z. B. folgendes : 
Schliefst in einem der besprochenen isotiiermischen Ring- 
streifen eine Reihe von Quadraten der betreffenden Ein- 
teilung nach einem Umgange, so schliefst sie stets, wo sie 
auch beginne. Dasselbe gut von den Quadraten innerhalb 
eines Streifens zwischen zwei Loxodromen der Fläche, die 
zu einer quadratischen Einteilung gehören. Entspricht eine 
Reihe solcher Quadrate genau einem Umgange um die 
Fläche, so geschieht dies stets, wo auch die Reihe beginne. 

[Bei der Drehungscyklide denke man sich zwischen 
zweien der inneren Berührungskugeln und der Fläche andere 
Berührungskugeln einbeschrieben, die alle drei Flächen be- 
rühren. Die äufserste und innerste dieser neuen Kugelschar 
bestimmen, wie leicht zu zeigen ist, eine Dupinsche Gyklide, 
welche die ursprüngliche in einem Kreisschnitte berührt, 
und deren Kreisschnittebenen zweiter Art durch die Drehungs- 
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achse der Cyklide gehen. Durch Inversion gilt der Satz auch 
allgemein von der Dupinschen Cyklide, nnr dafs an Stelle der 
Drehungsachse deren Hauptachse (durch J) tritt. Auch in einen 
der entsprechenden Bäume der Spiralrölurenfläche lassen sich 
solche Bertlhrungskugeln einbeschreiben. Es fragt sich, 
welchen' Modifikationen der genannte Satz hier 
unterliegt, ob die Eugelschar etwa längs eines Ejreis- 
schnittes berührt, ob die Reihe, wie dort, stets schliefst, 
wenn sie einmal schliefst, u. a w. Die Frage, welche Ge- 
stalt die Umhüllende der Kugeln hat, ist dabei zunächst zu 
beantworten.] 

Weitere Schlielsungsprobleme sollen an einem be- 
sonderen Beispiele angedeutet werden. 

§ 240) Eine merkwürdige Eugelschar, die einem 
schon berührten Sonderfalle entspricht, entsteht in folgender 
Weise. Man denke sich eine logarithmische Spirale durch 
Sadü yectores, die unter konstantem Winkel y aufeinander 
folgen, regelrecht eingeteilt, wobei die Teilpunkte mit ^i be- 
zeichnet werden mögen. Auf diesen Badü yectores denke 
man sich im Gentrum M Lote errichtet, die bis zu den 
Durchschnitten P mit den in den entsprechenden Punkten 
fi an die Spitze gelegten Tangenten reichen, so dafs die 
Tangenten die Längen der von M aus bis zu den Be- 
rührungspunkten reichenden Spiralbogen angeben. Die 
Schnittpunkte der Lote und der Tangenten liegen dann auf 
einer gleichwinkligen Spirale desselben Centrums, der 
Evolvente der ersten Spirale. Um die Punkte fi lege man 
mit den zugehörigen Tangenten als Radien Kreise. Diese 
Kreise sind Krümmungskreise der zweiten Spirale und 
werden von dieser umhüllt, aber gleichzeitig geschnitten. 
Jedes der Lote verlängere man über M hinaus um sich 
selbst, dann bilden die Endpunkte B eine dritte Spirale 
derselben Schar, die derart liegt, dafs jeder um M gelegte 
Kreis durch sie selbst und durch die zweite Spirale in einem 
Durchmesser geschnitten, also halbiert wird. Sie ist die iso- 
thermisch Halbierende des eine ganze Umdrehung umfassenden 
Spiralstreifens (hier die doppelt gedachte zweite Spirale). 
Die Punkte B entsprechen also den Berührungspunkten B 
der früher behandelten Figuren, nur handelt es sich jetzt 
um einen der Fälle, wo die einbeschriebenen Kreise ein- 
ander nicht in dem Sinne berühren können, wie es früher 
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geschah. Die Bedeutung der Punkte B zu unter- 
suchen, wird als Aufgabe gestellt. Sodann soll die 
durch die gezeichneten Kreise bestinunte Kugelschar unter- 
sucht werden, für die sie Hauptkreise sind. Diese Kugel- 
sehar wird nicht, wie vorher, von einer Spiralröhrenfläche 
umhüllt, sondern nur von einer Linie, der zweiten Spirale. 
Die wesentlichen Eigenschaften dieser Kugelschar sollen im 




Fig. 121. 
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AnsehloTs an die früheren Betrachtangen ermittelt werden. 
Sie wird z. B. nicht nur von den Spiralen, sondern 
auch von den Loxodromen der zu diesen gehörigen 
senkrechten Cylinder, also von gewissen Kegel- 
loxodromen, unter konstanten Winkeln durch- 
schnitten. Jede dieser Kurven giebt homologe Punkte der 
Kugeln. Wie die gestrichelte Spirale der Figur zeigt, liegen 
die Schnittpunkte entsprechender Geraden auf Spiralen der 
Schar. Im Ringstreif zwischen je zwei der gezeichneten 
Kreise (die nur f ür y = ö einander berühren) lassen sich 
Berührungskreise einzeichnen, die, je nachdem man den Ab- 
stand wählt, entweder nach einer endlichen Anzahl von 
Umgängen schliefsen, oder überhaupt nicht schliefsen, in 
gewissen Sonderfällen schon nach einem Umgange schliefsen» 
Geschieht z. B. letzteres bei den Ejreisen i und 5, so ge- 
schieht es auch bei 2 und 6y bei 3 und 7 u. s. w., wo auch 
der erste Berührungskreis liegen möge. In dieser Hinsicht 
verhält sich also diese spiraloidische Kreisschar wie eine 
Steinersche. Ein Unterschied liegt aber darin, dafs bei der 
Steinerschen Ejreisschar die Berührungspunkte benachbarter 
Berührungskreise auf einem Ej:eise derselben Schar (auf 
den Streifen isothermisch halbierenden) liegen, hier aber 
nicht etwa auf einem Kreise der spiraloidischen Schar. Die 
Figur stellt also zugleich eine Reihe aufeinander folgender 
Cykliden von besonderer Lage dar, für welche an Stelle 
der Kreisreihen Kugelreihen treten. 

Denkt man sich die gezeichneten Kugeln, z. B. von der 

zehnten ab bis nach M hin fortgesetzt, so ist der Quotient 

— y 
der geometrischen Reihe ihrer Radien gleich e*»»«. Dem- 
nach läfst sich die Summe der Kreisperipherien, der Kugel- 
oberflächen, der Kugelinhalte bis dorthin genau berechnen. 

Jede Orthogonalknrve der gezeichneten Kreisschar hat 
auf der Spirale der P einen Wendepunkt, da sie aber un- 
endlich viele Durchschnittspunkte mit ihr hat, besitzt sie 
unendlich viele Wendepunkte. 

Weitere Eigenschaften dieser Kreis- und Kugeischar zu 
entwickeln, bleibe dem Leser überlassen. Einige ergeben 
sich z. B. mittels der Inversion gegen irgend eine um M 
gelegte Kugel, wodurch das Symmetriebild der Spiralenschar 
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in Bezug anf jeden ihrer Badii vectores entsteht und die 
Yorkommenden Geraden und Ebenen in Kreise bezw. Engeln, 
die durch M gehen, verwandelt werden. Aber auch die 
Ahnlichkeitspui^te der Eugelschar, die Potenzlinien und 
Potenzebenen u. s. w. geben zu Sätzen Veranlassung. Dafs 
auch die Inversion von beliebigem Baumpunkte aus von 
Interesse ist, wird sich unten zeigen. 

ß) Die Inversionsverwandten der logarithmischen 

Spiralröhrenflftohe. 

§ 241) Die Inversionsverwandten der Schar 
logarithmischer Spiralen. Die Spiralenschar entstand 
aus der Schar konzentrischer Kreise und des Strahlen- 
büschels, die von jener ersteren Schar unter konstanten 
Winkeln {90^ -\- a) und a durchschnitten werden. Durch 
Inversion von einem beliebigen Punkte der Ebene aus geht 
das Strahlenbttschel nebst konzentrischer Kreisschar über in 
ein Kreisbüschel nebst orthogonaler Kreisschar. Die Schar 
logarithmischer Spiralen verwandelt sich dabei in eine 
Kurvenschar, welche das Kreisbüschel unter dem konstanten 
Winkel a, die Kreisschar unter {90^-\-a) schneidet Wie 
man von Bicirkularkoordinaten spricht, kann man auch von 
Bicirkularspiralen sprechen. Jedoch kann man die 
neuen Spiralen auch als logarithmisehe Doppel- 
spiralen bezeichnen. 

Die Kreise des Büschels haben über der die Büschel- 
punkte verbindenden Sehne konstante Peripheriewinkel. 
Macht man diese Sehne zur X-Achse, die andere Symmetrie- 
linie des Büschels zur Y-Achse, so kann man statt des 
Peripheriewinkels für jeden Punkt eines Ejreises die Differenz 
der Neigungswinkel der Schenkel gegen die X-Achse nehmen, 
was eine Gleichung {(p — (p^ = y giebt. Für die Kreise der 
Kreisschar ist bekanntlich das Verhältnis der Badii vectores 

konstant, so dafs man für jeden Kreis die Gleichung -^ = ^ 

Pi 
hat. Läfst man (9? — q>^ der Beihe nach die Werte der 

Glieder einer arithmetischen Beihe annehmen, z. B. 

1) («p — x) = ö,H ,H ,H ,+ ...... 

\T #V/ 7 ^7 ^7_.^7 
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und macht man ebenso der Beihe nach 

27t , 47t . 67t 



1 /P\ ^ I ^^ I *^ I OTT , 

so erhält man die quadratische Einteilung durch Kreis- 
bttschel und Ejreisschar. Man kann geradezu sagen, dafs 
bei der Transformation die Neigungen 

^ , 27t , 47t , 

* = ö,H ,H , + 

n n . ' 

sich in die Neigungsdifferenzen unter 1) verwandelt haben, 
die Badien 

r=0,e ",6 ", 



in die Badienverhältnisse 



2/r . An 



PL _ .0 .=t-;r ± n 



6,6 y 6 , 



9 

^voraus eben die Beihe 2) hervorgeht. Ohne näher auf diese 
Koordinaten einzugehen, bemerke man Folgendes: 

In § 205 entsprach der Geraden 

y Y 

3- = tan a = k 



X — X^ 



die logarithmische Spirale 

& — &. 



= tan a = k. 



Igr — lgr^ 
Die Gleichung der letzteren geht durch Inversion ttber in 

Kf)-KS) 

Letzteres ist also die Gleichung der logarithmischen 
Doppelspiralen oder Bicirkularspiralen. Man kann aber die 
Gleichung auch einfacher schreiben. In § 205 wurde aus 
■der Geraden 

X— ycota = Xi 



Die InvenionBverwanilten der logftrithin. SpiralrOhreuflSclie. 
die Spirale 

'^r—-3-.eoia = 'lgr^, 
oder 

— = e , oder r = rj^e 
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Hier vnrd aas der Spirale die Doppelspirale 



bezw. 



oder 



*^(f ) -^'^-^^ '*•*" =^ (f-) 

P ?l (9-;K)coto 



Läfst man X^ die Wertfolge ö, + a, + 2 a, + 5 a, . . . an- 
nehmen, so erhält man eine Parallelenschar von gleichen 

Abständen, läfst man Igr^ diese Wertfolge annehmen, so 
erhält man eine Spiralenschar von gleichen Winkelabständen, 

läfst man den Ausdruck lg — diese Wertfolge annehmen, so 

erhält man eine isothermische Schar von logarithmischen 

Doppelspiralen. Die variabelen Ausdrücke ( — ) und (y — x) 

sind dabei die Bicirkularkoordinaten. Die Gleichung der 
Orthogonalschar geht ebenso aus der der orthogonalen 
Geradenschar hervor. Diese Bemerkungen sollen nur zeigen, 
wie elementar diese Kurven auch analytisch behandelt 
werden können. 

Die logarithmische Spirale hatte folgende Eigenschaft: 
Nimmt der Neigungswinkel des Badius vector in arith- 
metischer Beihe zu, so nimmt seine Länge in geometrischer 
Beihe zu (oder ab). 

Daraus entspringt als Haupteigenschaft der Bi- 
circularspirale folgendes: 

Nimmt die Differenz q) — % der Neigungswinkel 
der beiden Badii vectores in arithmetischer Beihe 
zu, so nimmt das Verhältnis der Längen der Badii 
vectores in geometrischer Beihe zu (oder ab). 

In Figur 122 sind zwei Scharen solcher Kurven, welche 
die Ebene in ein System von „Quadraten'* einteilen, dar- 
gestellt. Dabei ist der Fall gewählt, dafs die beiden Kreis- 
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scharen nnter Winkel geschnitten werden, die sich durch 

i 2 
tana = — und is3i(90^-\-a) = — ergeben. 

Die Mittelpunkte der acht Kreise des Bttsehels sind 
Mj M^j M^j J/g, Jlf_i, Jf_2, ^"-8 iiöd M^. Will man weitere 
Kreise einschalten, so wähle man die ttbrigen Kreisschnitte 
derselben Achse als Mittelpunkte. Die Mittelpunkte der 
Kreisschar ergeben sich, sobald man einen hat. Dieser eine 
kann durch eine Berechnung mit Hilfe des natürlichen Loga- 
rithmus gefunden werden. (Mit Annäherung findet man 
ihn mit Hilfe des bei M in den Meridianstreif eingetragenen 
Berührungskreises und zwar um so genauer, je mehr 
Büschelkreise man gezeichnet hat. Absolut genau ist die 
Konstruktion nur für unendliche Kleinheit des Kreises.) Man 
erhält so ein kleines „Quadrat^' (z. B. mit Hilfe einer 
Horizontalen) AB MC. Die Tangente in A giebt den Mittel- 
punkt m^ und symmetrisch m.i. [Man kann auch die 
Quadrat-Einteilung mittels Strahlenbttschel und konzentrischer 
Ejreisschar benutzen und die Figur mittels der Inversion in 
die neue Form umgestalten. Auch kann man diese durch 
stereographische Projektion aus der quadratischen Einteilung 
der Kugel durch Meridiane und Parallelkreise erhalten.] 
Die Gerade M^ m^ giebt den Punkt D auf dem Kreise M^. 
Die Tangente in M^ giebt den Mittelpunkt m^ und sym- 
metrisch m_2. Die Gerade -Bm^ giebt auf dem Kreise M^ 
den Punkt jP, die Tangente in P giebt den Mittelpunkt m^ 
und symmetrisch m.s* Die Gerade Gm^^ giebt H^ die Tan- 
gente in H würde m^ geben, und so kann man mit J u. s. w. 
fortfahren bis ins Unendliche. 

Man kann die beiden Scharen von Diagonalkuryen in 
die Quadrate einzeichnen, was die Bicirkularspiralen zu 
+ 45^ giebt. Die beiden Scharen sind dann kongruent. 
Um nicht kongruente Scharen zu erhalten, kann man, wie 
es in der Figur geschehen ist, die Diagonalen von Doppel- 
quadraten (oder anderen Bechtecken) wählen.*) 



*) Eine interessante £i|;en8chaft ist noch folgendet Legt man an 
eine Schar yon Bidrcularspiralen paraUele Tangenten, so liegen deren 
Berührungspunkte Kof einer gleichseitigen Hyperbel. Für alle Arten yon 
Tan^ntenrichtongen erh&lt man ein Büschel solcher Hyperbeln dnrch 
die Sttschelpnnkte. Die Orthogonalschar yon Lemniskaten sendet jedes 
Indiyidnnm durch gleich grofse Quadrate der EinteUung. 



302 ^* Verftllgemeinerte Böhrenflächen a. ihre Inveniongyerwandten. 

§ 242) Weitere Eigenschaften der Bicirkular- 
spiralen. Sämtliche logarithmischen Spiralen derselben 
Schar sind kongment, demnach lassen sich sämtliche 
Bieircnlarspiralen einer Schar durch Inversion aus 
einer einzigen logarithmischen Spirale ableiten. 
Die Bicirknlarspiralen einer Schar sind also unter 
sich kreisyerwandt (oder inversionsverwandt). Zu 
jeder giebt es im allgemeinen eine symmetrische kongruente 
innerhalb der Schar. Nur die durch den Mittelpunkt der 
Bttschelsehne gehenden sind nur einmal Torhanden, ebenso 
die durch den unendlich fernen Punkt gehenden, die also 
Asymptoten haben. Kurven, die eine Schar dieser Art unter 
konstantem Winkel durchsetzen, sind wiederum Bicirkular- 
spiralen, im Sonderfalle Ereisbttschel oder Kreisschar. Jede 
Doppelspirale macht um jeden Bttschelpunkt unendlich viele 
Windungen, jedoch um beide in entgegengesetztem Sinne. 
Gleichwinklige Kurven dieser Art schneiden einander nicht. 
Inversion mittels eines Ejreises des Büschels oder der Schar 
verwandelt die Doppelspirale in eine das Kreisbtlschel unter 
entgegengesetztem Winkel schneidende Doppelspirale. Be- 
liebige Inversion verwandelt die Schar von Doppelspiralen 
wieder in eine solche, jedoch ein anderes Kreisbüschel 
schneidende. Durch Inversion von einem Bttschelpunkte aus 
entstehen Systeme logarithmischer Spiralen. 

Jeder Ejrttmmungskreis einer logarithmischen Doppel- 
spirale berührt und schneidet sie zugleich im Berührungs- 
punkte, trifft sie aber nie wieder, so dafs er den einen Teil 
der Kurve einschliefst, den andern Teil ausschlie&t. Durch 
jeden Punkt der Ebene geht ein und nur ein Krümmungs- 
kreis der Kurve. Zwei solcher Krümmungskreise schneiden 
einander nie, nur unendlich benachbarte berühren einander 
auf der Doppelspirale selbst, welche die Schar umhüllt, 
jeder also umschliefst sämtliche Windungen des von ihm 
eingeschlossenen Kurventeils, wird aber von allen des andern 
TeUs umschlossen oder ausgeschlossen. Den Orenzfall 
bildet der zur Geraden ausartende Krümmungskreis, der 
dem Wendepunkte der Kurven entspricht Daher kann auch 
jede Doppelspirale nur einen einzigen Wendepunkt haben. 
Nach § 212 liegen alle Wendepunkte einer solchen 
Schar auf einer geraden Linie, der einen Asymptote. 
Die Evolute einer logarithmischen Doppelspirale ist das 
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Inversionsbild einer Eiure, die man folgendermafsen leicht 
erhält. Man zeichne zn einer gewöhnlichen logarithmischen 
Spirale diejenigen Orthogonalkreise, die dnrch einen ge- 
gebenen Punkt P gehen. Diese Kreise umhüllen eine Kurve» 
Macht man nun P zum Inversionscentrum, so wird die Um- 
hüllende der Kreise in die Evolute der entsprechenden 
Doppelspirale verwandelt. 

In den Streifen zwischen zwei Doppelspiralen einer 
Schar läfst sich eine Reihe von Berührungskreisen einbe- 
schreiben, die einander paarweise berühren. Diese Be- 
rührungspunkte liegen auf einer Doppelspirale derselben 
Schar, welche den Streifen isothermisch halbiert. Die Kurven 
selbst sind stereographische Projektionen von Kugelloxo- 
dromen, geben also die Darstellung der Loxodromen auf 
den Karten der östlichen und westlichen Halbkugelkarte. 

§ 243) Das Inversionsbild der logarithmischen 
Spiralröhrenfläche für beliebige Punkte ihrer 
Sjmmetrieebene. Die beiden Grenzspiralen verwandeln 
sich in Bicirkularspiralen, die der Fläche einbeschriebenen 
Kugeln gehen in Kugeln über, welche die dem Streif zwischen 
diesen beiden Kurven einbeschriebenen Kreise zu Haupt- 
kreisen haben. Berühren einander solche Kugeln, so ge- 
schieht es auf einer den Streif isothermisch halbierenden 
Doppelspirale. Die umhüllende Fläche aller Kugeln ist das 
gesuchte Inversionsbild der logarithmischen Spiralröhrenfläche. 
Die Fläche hat eine Symmetriebene. Die Ejreisschnitte der 
ursprünglichen Fläche verwandeln sich wiederum in Kreis- 
schnitte, die senkrecht zur 3ymmetrieebene stehen. Sie sind 
Kxümmuiigslinien der Fläche. Die zu ihnen orthogonale 
Kurvenschar der Fläche giebt deren Ejrümmungslinien zweiter 
Art. Jede Krümmungscyklide der ursprtlnglichen Fläche 
geht über in eine Krümmungscyklide der neuen Fläche. 
Das Graufssche Krümmungsmafs der Fläche in jedem Punkte 
entspricht dem Krümmungsmafse der betreffenden Gyklide 
in demselben Punkte. 

(Die Mittelpunkte der einbeschriebenen Kugeln der 
ersten Fläche gehen nicht in die Mittelpunkte der der zweiten 
Fläche einbeschriebenen Kugeln über, der neue Mittelpunkts- 
weg ist also keine Bicirkularspirale.) 

Auf der logarithmischen Spiralröhrenfläche befanden 
sich Kurven „Bewegungskurven'^, welche Loxodromen senk- 
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rechter Ereiskegel oder auch senkrechter Gylinder mit loga- 
rithmischer Spirale als Ornndlinie waren. Diese Ejreiskegel 
gehen in eine Art von Dnpinschen Cykliden mit zwei Knoten- 
punkten und zwei Wolsten ttber, die Loxodromen aber bleiben 
Loxodromen. Die Entstehung der neuen Böhren- 
fläche läfst sich daher dahin definieren, dafs eine 
Kugel von veränderlichem Radius sich so bewegt, 
dafs sie beide Wulste berührt und die Bertthrungs- 
punkte auf den Wülsten Loxodromen zurücklegen. 
Man kann sie bezeichnen als die Böhrenfläche 
der Bicirkularspiralen oder der logarithmischen 
Doppelspiralen. 

Auch die Cylinder mit spiralischer Basis gehen in eigen- 
tümlich gestaltete Flächen über. Diese werden gebildet 
von Kreisen, die auf der Symmetrieebene senkrecht stehen, 
durch «das Inversionscentrum gehen und aufserdem durch 
die Punkte der aus jeder spiralischen Basis entstehenden 
Doppelspirale. Die Loxodrome der Cylinder werden Kurven, 
welche die Kreise der neuen Flächen unter konstantem 
Winkel schneiden. 

§ 244) Liegt das gewählte Inversionscentrum 
und der spiegelnde Kreis ganz aufserhalb der 
Spiralröhrenfläche, so wird deren Inversionsbild 
eine Röhrenfläche, die ganz innerhalb der Kugel 
liegt und nur innerliche Berührungskugeln von 
nur endlicher Gröfse besitzt. 

Liegt die Inversionskugel ganz innerhalb der 
Röhrenfläche, so wird das neue Gebilde ebenfalls 
ganz von der Kugel umschlossen und dabei treten 
eigentümliche Änderungen ein. Um diese zu über- 
sehen, wähle man eine der Berührungskugeln, z. B. 
Mq zur abbildenden Kugel. Der Berührangskreis 
bleibt dann ungeändert, so dafs längs desselben 
die neue Röhrenfläche von der nun äufseren Kugel 
berührt wird. Die beiden durch M^ gehenden Be- 
rührungskugeln verwandeln sich in Ebenen, welche 
die neue Fläche längs zweier Kreise berühren. 
Diese Lage des Inversionscentrums ist aber nur ein be- 
sonderer Fall. Hier sollen allgemeinere Falle gewählt 
werden. 
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Demnach giebt es zwischen zwei gleichwinkligen Bi- 
cirkularspiralen zwei Haupttypen von Böhrenflächen 
dieser Art, die sich 
am besten an zwei 
zusammengehörigen 
Skizzen erläutern. 

§ 245) Figur 
123 stellt den 
ersten Typus dar, 
bei dem alle Be- 
rührungskugeln 
im Endlichen ver- 
laufen. Die Berüh- 
rungskreise der bei- 
den ebenen Bicirku- 
larspiralen befinden 
sich in der endlichen 
Innenfläche zwischen 
beiden Kurven. Jede 

der Bertthrungs- 
sehnen ist Projektion 
eines Kreises, den 
man auf einem Holz- 
modell der Sym- 
metrieebene durch 

halbkreisförmige 

Drahtbttgel dar- 
stellen kann , die 
senkrecht auf der 
Ebene stehen. 

§ 246) Figur 124 stellt den zweiten Typus dar, 
bei dem zwei der Bertlhrungskugeln unendlich 
grofs sind, so dafs die bis ins Unendliche reichende Aufsen- 
fläche des vorigen Innenstreifens von den Bertlhrungskreisen 
erfüllt wird. Während jedoch die Kugeln bis zu unend- 
licher Gröfse zunehmen, verläuft trotzdem die Fläche im 
Endlichen, sie ist eben nur in den ebenen Grenzspiralen 
mit der vorigen identisch. Die Grenzspiralen sind aber bei 
beiden mit ganz verschiedenen Kreisen versehen, die, senk- 
recht auf der Symmetrieebene stehend, von Kurve nach 




Fig. 128. 
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Knrre gehen, das eine Mal als Projektionen Qaerliniea 
der Innenfläche, das andere Hai solche der Änbenfläohe 
gebend. Aach hier kann man die durch gerade Linien 
dargestellten Kreise durch halbkreiafSimige Drahthtlgel 
yeranschaolicheD. 




§ 247) Ein Zwiscbentypus, bei dem jeder der beiden 
ebenea Streifen ins UnendHehe reicht, also jeder als innerer 
oder äufeerer BafgefaTst werden kann, ist dnreh Fignr 125 
dargestellt Bei letzterem ist ein auf einer der Grenzspiralen 
der ursprünglichen Fläche gelegener Punkt zum Inversions- 
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20« 



308 ^* Verallgemeinerte Böhrenfläohen u. ihre InTersionsyerwandten» 

pnnkt gemacht worden. Eine der Erümmnngscykliden ge- 
hört bei diesem Typus der ins unendliche reichenden Art 
an, die schon in Band I bei Figur 245 und 246 behandelt 
worden ist. Beide Streifen sind hier offen und mit Be- 
rtthrungskreisen angefüllt. Dadurch sind zwei Röhrenflächen 
dargestellt. Wo die (geradlinigen) unendlich grofsen Kreise 
berühren, sind statt der Drahtbügel einfache Lothe zu 
errichten. 

§ 248) Bemerkungen. Naturgemäfs läfs sich auch 
beim gewöhnlichen Spiralstreif nicht nur die Innenfläche, 
sondern auch die Aufsenfläche mit Berührungskreisen ver- 
sehen, so dafs auch dort zwei Spiralröhrenflächen möglich 
sind, welche dieselben 6renzspiralen haben. Werden beide 
zugleich von einem beliebigen Punkte der Symmetrieebene 
aus der Inversion unterworfen, so wird die eine der Flächen 
in den ersten, die andere in den zweiten Typus verwandelt. 
Kur wenn der Inversionspunkt auf einer Grenzspirale liegt, 
nimmt jede der beiden Flächen die Form eines Zwischen- 
typus an. 

Zu Figur 124 sei noch folgendes bemerkt: Eme der 
Berührungssehnen, AA^^ ist die gröf ste von allen. Ihr Kreis 
entspricht bei der Inversion mittels des Kreises M^ dem 
Kreisschnitte A^^ G^. Die gemeinschaftlichen Tangenten 
B B^ und CC^ stellen die Berührungskreise der ins Unend- 
liche reichenden Kugeln (Ebenen) dar. Sie entsprechen bei 
der obigen Inversion den beiden durch M^ gehenden Kugeln. 
Die Berührungskreise D D^ und E E^ der Grenzkurven und 
der gezeichneten äufseren Berührungskugel entsprechen den 
beiden Nachbarkugeln von M^. Aufserhalb D D^ und EE^ 
schwellen die Kugeln bis ins Unendliche an und ragen über 
die gezeichnete Kugel hinaus, innerhalb D D^ und EE^ 
verlaufen die Kugeln innerhalb der gezeichneten äufseren 
Kugel. 

Die durch die obige Bewegung der Kugel charakterisierte 
Entstehung dieser Flächen giebt auch die Entstehung der 
Bewegungskurven an. Auch hier bilden diese mit ihren 
Orthogonalkurven isothermische Kurvensysteme, welche auch 
die Konstruktion der Loxodromen und die konforme Ab- 
bildung auf den Parallelstreif ermöglichen. 

§249) Aufgabe. Gegeben seien zwei Bicirkular- 
spiralen aus derselben Schar. Die beiden zu ihnen 
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gehörigen Röhrenfläehen sollen in Grnnd- und Auf* 
rifs gezeichnet werden, und zwar soll die Fläche 
durch die Kreisschnitte in inversionsverwandte 
Streifen eingeteilt werden. Die Bewegungskuryen 
dagegen sollen sich der isothermisehen Einteilung 
einer Krttmmungscyklide anschliefsen. 

Wo es der transscendente Charakter der Aufgaben er- 
fordert, sind die Konstruktionen nach den oben angewandten 
Annäherungsmethoden zu geben. 

§ 250) Aufgabe. Aus jeder rein geometrischen 
Eigenschaft der logarithmischen Spiralröhrenfläche 
soll eine solche ihres Inversionsbildes (mit 
Symmetrieebene) abgeleitet werden. 

Man versuche dabei, mit Hilfe der Bicirkularkoordinaten 
Auch einiges von metrischen Beziehungen abzuleiten. Bei 
dieser Gelegenheit lassen sich auch Sätze der allgemeinen 
Lehre von den Baumkurven spezialisieren. 

§ 251) Inversion der logarithmischen Spiral- 
röhrenfläche von einem Punkte des Lotes aus, 
welches sich im Gentrum i/ auf der Symmetrie- 
ebene errichten läfst. 

Da der Inversionspunkt aufserhalb der beiden zwischen 
den Grenzspiralen möglichen Flächen dieser Art liegt, ist 
nur ein Typus zu erwarten. Die Symmetrieebene ver- 
wandelt sich in eine Kugel. An Stelle der Symmetrie tritt 
Inversionsverwandtschaft zwischen dem äufseren und inneren 
Teile der zu konstruierenden Fläche. Die Grenzspiralen 
verwandeln sich in gewöhnliche Loxodromen der Kugel. 
Ihre Polpunkte liegen auf einem Durchmesser der • Kugel. 
Die Bertthrungskreise des Spiralstreifens gehen ttber in Sjreise 
auf der Kugel, welche in einem der beiden loxodromischen 
Streifen liegen. Durch diese Kreise sind Kugeln zu legen, 
welche die Kugelfläche orthogonal schneiden. Auf jeder dieser 
Kugeln befindet sich em Bertlhrungskreis (Kreisschnitt) der 
gesuchten Fläche. Im Modell kann man diese Kreislinien 
für den äufseren Teil der gesuchten Fläche durch Draht- 
bttgel darstellen, die kreisförmig gebogen sind und die Kugel- 
fläche dort orthogonal durchstofsen, wo die einbeschriebenen 
Kreise die Gren:doxodromen bertlhren, .Die gröfsten dieser 
Bügel befinden sich in der Nähe des „Äquators'^. (Im be- 
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fiM)nderen Falle können die Bertthmngspnnkte, in denen sie 
die Engel dnrchstofsen, mn 180^ von einander entfernt sein^ 
dann wird der Btlgel anendlich grofs, d. h. ein bis ins Un- 
endliche reichender Dnrchmesser der Kugel.) Das Innere 
der Bttgel ist die Fortsetzung der Kreise dnrch das Innere 
der Kugel. (In jenem besonderen Falle reicht also die 
Fläche bis in den Mittelpunkt der Kugel.) 

Die Mittelpunkte der Berührungskugeln selbst können 
folgendermafsen bestimmt werden. Zu jedem umbeschriebenen 
Kreise des Loxodromenstreifens gehört ein Tangentenkegel^ 
dessen Spitze den Mittelpunkt der Berührungskugel giebt. 
Die verbindende Kurve aller dieser Spitzen ist der Mittel- 
punktsweg der veränderlichen Berührungskugel. Dieser ist 
jedoch keine Kugelloxodrome. 

Die Umhüllende der so vollständig be- 
stimmten Kugelreihe kann als die Röhrenfläche 
der (gewöhnlichen) Kn^elloxodromen bezeichnet 
werden. 

Sie besitzt die oben besprochenen Bügel als Kreis- 
schnitte, die als Krümmungslinien erster Art zu betrachten 
sind, während deren auf der Fläche liegende Orthogonal- 
kurven die Krümmungslinien zweiter Art sind. Jede 
Krümmungscyklide ist wieder in eine solche übergegangen, 
und daher sind die Krümmungsradien der Krümmungslinien 
zweiter Art und das Gaufssche Krümmungsmafs der Fläche 
für jeden Punkt bekannt. Die Bewegungskurven der ur- 
sprünglichen Fläche sind in die entsprechenden der neuen 
Fläche übergegangen. Jede schneidet die Eieisschnitte 
unter konstantem Winkel. Sie sind zugleich Loxodromen 
derjenigen Cykliden, in welche die Kegel, deren Loxodromen 
sie ursprünglich waren, übergegangen sind ; zugleich sind sie 
Loxodromen der Flächen, in welche die Cylinder der loga- 
rithmischen Spiralen verwandelt worden sind, deren Loxo- 
dromen sie ursprünglich waren. Die logarithmischen Spiralen 
dieser Gylinder, die auf der Symmetrieebene liegen, sind in 
Loxodromen der obigen Schar übergegangen, die Cylinder- 
geraden in Kreise, welche in den Punkten der letzteren 
normal durch die Kugelfläche gehen, aufserdem normal durch 
das auf der Kugel liegende Inversionscentrum. Dadurch sind 
die Bewegungskurven der loxodromischen Böhrenfläche geo- 
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metrisch bestimmt. Sie sind eine Isothermensehar, die mit 
ihrer Orthogonalschar eine Einteilung in kleine Quadrate, 
die Konstraktion der Flächenloxodromen nnd die konforme 
Abbildong anf jedem unendlichen Parallelstreif der Ebene 
ermöglicht. 

§ 252) Aufgabe. Zu jeder geometrischen 
Eigenschaft der logarithmischen Spiralröhren- 
fläche soll die entsprechende der loxodro- 
mischen Röhrenfläche ausgesprochen werden. 
Die letztere Fläche soll imGrund- undAufrifs 
korrekt (zum Teil mit beliebiger Annäherung) 
gezeichnet werden. Die wichtigsten der besprochenen 
Euryenscharen sind dabei zu berücksichtigen. 

§253) Inversion der logarithmischen Spiral- 
röhrenfläche von einem beliebigen Baum- 
punkte aus. 

Die Orenzspiralen verwandeln sich in zwei ver- 
allgemeinerte Loxodromen der Kugel, deren Pole nun nicht 
mehr einem Durchmesser angehören, sondern beliebige Lage 
auf der aus der Symmetrieebene entstandenen Kugel er- 
halten. Die Symmetrie geht wieder in Inversionsverwandt- 
schaft zwischen dem äuTseren und inneren Teile über. Hier 
sind wieder zwei Hauptfälle und ein vermittelnder Zwischen- 
fall zu unterscheiden. 

a) Liegt das Inversionscentrum aufserhalb 
der gegebenen Röhrenfläche, so bleiben alle Be- 
rührungskugeln endlich und bleiben innere Bertihrungskugeln 
der neuen Fläche, äie ebenfalls ganz im Endlichen 
verläuft und im wesentlichen dieselben Eigenschaften hat, 
wie die vorige. 

b) Liegt das Inversionscentrnm innerhalb 
der gegebenen Röhrenfläche, so werden alle Be- 
rührungskugeln zu äufseren. Die Unterschiede dieses Falles 
gegen den Fall a) entsprechen etwa denen der Figuren 123 
und 124. Die Fläche verläuft ganz im Endlichen. 
Die beiden durch das Inversionscentrum gehenden Be- 
rührungskugeln verwandeln sich in Ebenen, welche die 
Fläche längs zweier Kreise berühren. 

c) Liegt das Inversionscentrum auf der ge- 
gebenen Röhrenfläche, so tritt ein Zwischenfall ein. 
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Die in diesem Gentnim liegende Bertthrongskügel verwandelt 
sich in eine Ebene, der entsprechende Berühmngskreis in 
eine Gerade. Beide reichen, wie die neue Fläche, bis ins 
Unendliche, und zwar berührt die Ebene die Fläche längs 
dieser ganzen Geraden. Eine zweite sie in dieser Weise 
berührende Ebene ist nicht vorhanden. 

Für die Anschauung ist es am bequemsten, den Ober- 
flächenpunkt Äv der Figur 120 als Inversionscentrum, den 
Abstand von H^ bis zur Symmetrieebene als Inversions- 
radius zu nehmen. Die Symmetrieebene wird dann zu einer 
Kugel durch H^ und den Fufspunkt des Abstandslotes. Die 
Bertthrungskugel durch ^5^ und der Berührungskreis ver- 
wandeln sich in Ebene und Gerade. Weil des letzteren 
Durchmesser das Doppelte vom Abstandslote ist, gehen diese 
Gerade und die Ebene durch den Mittelpunkt der erst- 
genannten Kugel. Von der einen zur anderen Loxodrome 
gehen die orthogonalen kreisförmigen Bügel, von denen 
einer zur Geraden wird, so dafs die Punkte A^ und C^ zu 
Diametralpunkten werden. 

Damit sind alle drei Flächen erledigt. Die so ent- 
standenen Flächen können als die Röhren flächen der 
verallgemeinerten Kugelloxodromen bezeichnet 
werden. 

Wesentlich Neues ist über diese Flächen, die ebenfalls 
Kreisschnitte und deren Orthogonalkurven zu Krümmungs- 
linien haben und Krümmungscykliden besitzen, nicht zu 
sagen. Die Mittelpunkte der Bertthrungskugeln liegen wieder 
in den Spitzen von Tangentenkegeln der Berührungskreise. 
(Von diesen Tangentenkegeln wird aber bei c) einer zum 
Cylinder, so dafs die Spitze im Unendlichen liegt.) Die auf- 
einander folgenden Kugeln der Berührungsreihe berühren 
einander paarweise in den Punkten der isothermisch hal- 
bierenden Loxodrome. Jede der „Bewegungskurven" schneidet 
sämtliche Kreisschnitte unter einem bestimmten konstanten 
Winkel. Ihre Schar ist eine Isothermenschar, ebenso die 
orthogonale Kurvenschar. Konstruktion der Loxodromen der 
neuen Flächen und Abbildbarkeit auf dem unendlichen 
ebenen Parallelstreif liegen auf der Hand. 

Diese neuen Flächen sind die allgemeinsten 
unter den Inversionsverwandten der loga- 
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rithmischen Spiralröhrenflächen, die nun eine 
in sieb geschlossene Grnppe bilden. Jede 
dieser Fläcben ist gegen eine bestimmte 
Kugel*) zu sich selbst reciprok, läfst also 
eine Transformation in sich selbst zu. Jede um 
einen der Pole gelegte Kugel, welche die 
Fläche schneidet, teilt diese in zwei kreis- 
verwandte Teile, die im besonderen Falle 
symmetrisch gegen einander sind. 

§ 254) Aufgabe a) Zu jeder geometrischen Eigen- 
schaft der logarithmischen Spiralröhrenfiäche soll die ent- 
sprechende der allgemeinsten kugelloxodromischen Röhren- 
fläche angegeben werden. 

Aufgabe b) Eine der allgemeinsten kugelloxodro- 
mischen Böhrenfiächen soll in Grund- und Aufrifs mit den 
wichtigsten Kurvenscharen gezeichnet werden. 

A u f g a b e c) Der Sonderfall der spiraloidischen Kugel- 
schar, die statt von der Spiralröhrenfläche nur von einer 
logarithmischen Spirale umhüllt wird, soll durch Inversion 
von einem beliebigen ßaumpunkte aus behandelt werden. 
Die Eigenschaften der neuen Kugelschar sind dabei zu 
. untersuchen. 

y) Bemerkungen über sonstige Böhrenfläohen. 

§ 255) Die Röhrenflächen der Loxodromen 
des Drehungskegels. Man lasse eine veränderliche 
Kugel sich so bewegen, dafs ihr Mittelpunkt auf einer Kegel- 
loxodrome wandert, ihr Radius aber zu dem Abstände von 
der Kegelspitze oder zu dem von der Achse des Kegels in 
konstantem Verhältnis bleibt. Die Umhüllende der Kugel 
in allen Lagen ist die gesuchte Fläche. 

Oder: Eine veränderliche Kugel bewege sich so, dafs 
ihr Mittelpunkt auf dem senkrechten Cylinder einer loga- 
rithmischen Spirale wandert, und zwar auf einer Schrauben- 
linie (Loxodrome) desselben, während der Radius der Kugel 
zu dem Abstände von der Achse stets in demselben Ver- 
hältnis bleibt. Die Umhüllende ist die gesuchte Fläche. 



*) Diese entspricht der Symmetrieebene der ursprünglichexL 
Böhrenfläche. 
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Oder: Eine veränderliche Kugel bewege sich so, daf» 
sie stets eine logarithmische Spiralröhrenfläche längs einer 
ihrer „Bewegungskurven" berührt, wobei ihr Radius zum 
Abstände des Berührungspunktes vom Gentrum der Spiral- 
röhrenfläche (oder von deren Achse) stets dasselbe Ver- 
hältnis behält, u. s. w. 

Oder: Eine veränderliche Kugel bewege sich so, dafs 
sie stets zwei zu zwei Paaren logarithmischer Spiralen der- 
selben Schar gehörige Röhrenflächen berührt, und zwar eine 
davon auf einer ihrer „Bewegungskurven", u. s. w. 

Oder: Eine veränderliche Kugel bewege sich zwischen 
den Mänteln zweier Kegel, sie stets berührend, so, dafs die 
Berührungspunkte mit beiden Mänteln längs zweier Kegel- 
loxodromen wandern, u. s. w. 

Schon die fünf genannten Entstehungsweisen deuten auf 
interessante Eigenschaften dieser Flächen, die ebenfalls 
Krümmungscykliden besitzen, hin. Ihre Kreisschnitte nebst 
Orthogonidschar sind wieder Krümmungslinien, die Be- 
wegungskurven sind wieder Isothermen, u. s. w. Die 
Flächen stehen zur logarithmischen Spiral- 
röhrenfläche in einer ähnlichen Beziehung^ 
wie die Schraubenröhrenfläche zur Drehungs- 
cyklide. Sie enthalten daher die Spiralröhren- 
flächen als besonderen Fall. Sie lassen sich 
ebenso, wie diese, der Inversion von einem 
beliebigen Raumpunkte aus unterwerfen, der 
eine ganze Reihe besonderer Lagen einnehmen 
kann (z. B. aufserhalb, innerhalb, auf der Fläche, aufser- 
halb, innerhalb, auf dem Kegel, in dessen Spitze, in Punkten 
seiner Achse, u. s. w.) 

Diese neueGruppe vonFlächen enthält die 
ganze Gruppe der Inversionsverwandten der 
logarithmischen Spiralflächen als besonderen 
Fall in sich, besitzt ganz entsprechende Eigen-* 
Schäften und eine ganze Reihe von besonderen 
Formen. 

Ihre Untersuchung wird als Aufgabe gestellt, die zur 
Übung des Anschauungsvermögens zweckmäfsig ist. Unter 
anderem soll untersucht werden, ob jede der aufgeschnitten 
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zu denkenden neaen Flächen sich in eine Fläche verbiegen 
läfst, deren Bewegungskuryen logarithmische Spiralen sind. 

Bei der Röhrenfiäche der Eegelloxodrome ist zu be- 
achten, dafs der Mittelpunkt der Kugel und ebenso sämt- 
liche Punkte der Kreisschnitte der Fläche sich auf Kegel- 
loxodromen bewegen, was bei den transformierten Flächen 
nicht mehr der Fall ist. 

§ 256) Man kann auch die Böhrenflächen der 
Loxodromen von beliebigen Umdrehungs- 
flächen untersuchen, die dadurch entstehen, dafs der 
Mittelpunkt einer unveränderlichen Kugel auf einer solchen 
Loxodrome wandert, wobei ihr Radius zu dem Ab- 
stände von der Achse des Drehungskörpers in 
konstantem Verhältnis bleiben soll. 

Die auf diesem Wege aus der Kugelloxodrome ent- 
stehenden Flächen sind nicht mit den oben behandelten zu 
verwechseln, bei denen der Mittelpunkt der bewegten Kugel 
auf ganz anderer Kurve wanderte. Ihre Eigenschaften sind 
nicht so interessant, wie die der letzteren Flächen. 

Dafs sich aus sämtlichen Böhrenflächen durch In- 
version, Dualität, Affinität und Kollineation 
neue Flächen ableiten lassen, die zum Teil auch als Böhren- 
flächen mit ähnlichen Schnitten, z. B. elliptischen Schnitten, 
zu betrachten sind, ist selbstverständlich, scheint aber nicht 
von wissenschaftlicher Bedeutung zu sein.*) 



*) Es sei ausdrücklich betont, dafs es sich bei solchen Er- 
weiterongsversnchen nur um Übongen und Beispiele handelt. Mit 
Bechtt wenn auch mit Schärfe, sagt Steiner in der „Systematischen 
Ent Wickelung*, Werke, Seite 420, bei ähnlicher Gelegenheit: 
„Wollte man jedoch diese Umwandlungen weiter wiederholen, so 
würden sie ins Langweilige führen, sie würden nichts wesentlich Neue» 
enthalten, mithin weniger wichtig sein, als die einfachen Elementar- 
sätze, ans welchen sie hergeleitet, und von welchen sie im Grande nur 
als Karikaturen erscheinen.** Auch das Wort « travestieren" wird 
von Steiner gebraucht 

Foncelet spricht im Traite, n. S. 422 in ähnlicher Weise 
gegen die Überschätzung der Dnalitäts-TransformatioBen, die, wie er 
sagte, aus gewissen Ämserangen von Chasles in dessen „Apergn 
historique^, Seite 268, hervorleuchtet. 

Das Beispiel der Inversionsverwandten der logarithmischen Spiral- 
röhrenfläche ist aber nach den verschiedensten Bichtungen hin ein 
derartig instruktives und die räumliche Anschauung übende, dafs ea 
von solchen Urteilen in keiner Hinsicht getroffen werden könnte. 
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Weitere Übungen lassen sich im AneehlaTs an obige 
Betrachtungen in dem Sinne anstelleQ, dafs man z. B. nicht 
nur den Mittelpunkt einer einzelnen Kugel sieh auf logarith- 
mischer Spirale bewegt, sondern irgend eine KugeUehaa- der- 
art bewegt, dafs jeder Punkt auf logarithmisoher Spirale 
oder Eegelloxodrome im obigen Sinne wandert. Die Eugel- 
schar kann eLue konzentriBclie sein, so dals die EreiBSohnitte 
der entstehenden Fl&eben konzentrische Kreise geben, oder 
eine BerUhmngeschar, so dafs z. B. alle Kugeln einander 
in Centrum der Schar von Spiralen berühren, oder auch 
derart, dafs die KreiBschnitte Steinersche Ereischaren bezw. 
EieisbUschel geben. Einige solche Fälle durften Übungs- 
beispiele zur Potentialtheorie geben, die aof tranascendeatem 
Gebiete liegen. Durch Drehung der Doppelspiralen der 
Fig. 122 nm die senkrechte oder horizontale (Gerade der 
Figur oder um eine sonstige Mittelpnnktsachse entstehen 
Drehnngsflächen von interessanten Eigenschaften. Mit Hilfe 
von Meridianebenen geben sie orthogonale Einteilungen des 
Baumes. Ahnliches gilt ron den logarithmischen Spiralen. 
Die Schnittwinkel + 45° geben die schönsten Beispiele. 

§ 257) Bemerkungen ttber ein Beispiel der 
Maschinentechnik. Man verdankt dem Maschinenhan 
eine Reihe vom Raumgebilden, deren mathematisch exakte 
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Konstruktion zn den schönsten Ubnngen im stereometrischen 
Zeichnen führt. Das hier za Behandelnde gehört in gewissem 
Sinne hierher. Es handelt sieh in Figar 127 um die blofse 
Skizze eines Globoidschneckenantriebs. Die 
strenge Eonstrnktion sei als Ubungsanfgabe gestellt, bei 
deren Lösung auch auf folgendes zn achten ist. Man hat, 
um di^ Leistungsfähigkeit des Getriebes zu verstärken und 
die Abnutzung zu vermindern und den Totgang zu vermeiden, 
die Absicht gehabt, stets sämtliche Windungen 
mit den schräg stehenden Zähnen des 
Schneckenrades in Berührung zu haben. Zn 
diesem Zwecke war es nötig, das Gewinde nicht cylindrisch 
zu begrenzen, sondern durch eine Drehungscyklide (die hier 
als Globoid bezeichnet worden ist). Der Kreis dieser Gyklide 
pafst sich an den entsprechenden des Schneckenrades an. 
Er ist an der Skizze der Schnecke zu erkennen. Dasselbe 
gilt von dem Kemkörper des Gebildes, der ebenso durch 
Kreise (Cykliden) von bestimmter Gröfse zu begrenzen ist. 
Die begrenzenden Schraubenlinien verlaufen also auf Cykliden, 
nicht auf Cylindern. — Die Zähne des Schraubenrades sind 
nicht, wie bei dem gewöhnlicher Konstruktion, cylindrisch, 
sondern ebenfalls cyklidisch begrenzt, damit ein tieferer 
Eingriff ermöglicht werde. Das Hauptschnittprofil des 
Schneckengewindes kann ein von geradlinigen Flanken be- 
grenztes sein, wie beim trapezischen Gewinde, dann haben 
die Zähne des Schneckenrades evolventisches Profil in jeder 
Normalebene zur Badachse. (Dies entspricht dem aus Zahn- 
stange und Bad bestehenden Getriebe mit Trapez- und 
Evolventenprofil. Auch andere Fälle sind möglich, z. B. 
geradlinige Flanke und cyklidische Wölbung bei der Zahn- 
stange, evolventische Wölbung und geradlinige Flanke bei 
dem Bade.) Dem Leser bleibe es überlassen, die durch 
die cyklidische Begrenzung entstehenden Ab- 
weichungen von dem gewöhnlichen Schnecken- 
getriebe zu untersuchen. Abarten dieser Form sind 
die „Lorenz-Getriebe". 

Beiläufig sei an dieser Stelle auch der konischen Bäder 
(Winkelräder) mit ihren Verzahnungen gedacht, besonders 
auch der sogenannten Kammwalzen, die ebenfalls instruktive 
Beispiele für die darstellende Geometrie abgeben. 
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d) Bemerkungen über die M ögliohkelt exakter 

Konstruktionen. 

§ 258) Mascheroni hat in der „Geometria del 
€ompasso" (1797) gezeigt, dals es möglich ist, alle Eon- 
fltroktionen der Elementargeometrie mit alleiniger Hilfe des 
Zirkels dnrchzufllhren. Poncelet und Steiner zeigten 
in entsprechender Weise, dafs sie lösbar sind mit Hilfe des 
Lineals und eines festen Ejreises. Im allgemeinen versteht 
man anter elementar durchführbaren Eonstraktionen solche, 
die mit Hilfe von Zirkel und Lineal zu erledigen sind. Die 
exakte Eonstraktion ist dabei nur Inder inneren 
Vorstellung möglich, denn praktisch ist sie mit allerlei 
Ungenauigkeiten behaftet. Sehr grofs ist der Bereich dieser 
Konstruktionen nicht, noch geringer der mit dem Lineal 
allein möglichen. Schon die Aufgaben der Ereis- 
teilung treten im allgemeinen aus dem Bereiche der 
£lementargeometrie heraus. 

Die Alten kannten nur die Ereisteilung für die Zahlen 
2, 3, 6 und für die darch Multiplikation mit 2^ aus diesen 
liervorgehenden, aufserdem noch den abgeleiteten Fall 
3.6 = iö und 2^,15. Erst 6 aufs fand, dafs, abgesehen 
Tom Faktor 2" und sonstigen abgeleiteten Formen, die 
Ereisteilung genau ausführbar ist für Prim- 
zahlen von der Form 2*'-f-^- Grlücklicherweise braucht 
man nur Zahlen von der Form 2^**^ darauf hin zu unter- 
isuehen, ob sie Primzahlen sind. Bis jetzt kennt man nur 
folgende Primzahlen von dieser Form: 

2^-{-i = 3, 2«+ l = öj 2*+ i = 17, 2»-|- i = 257, 

2^«+ i = 66537. 

Die Beihe deutet ein gewisses Gesetz der Exponenten 
an, aber Eni er fand, dafs die regelinäfsige Beihe der 
letzteren hier zu Ende ist, denn er zeigte, dafs 2**4"^ 
keine Primzahl, sondern durch 2*. iö -f- i = 641 teilbar ist 

Auch 2^^*^ und 2^^'^ geben zu 1 addiert keine Primzahlen. Über 

2^^"^ -f" 1 ist noch nicht entschieden. Einige aufserhalb der 
Reihenfolge stehenden Potenzen sind aber behandelt 

worden Pervouchine fand, dafs 2^^**^ 4" ^ teilbar ist 

durch 2^«. 14 + i, dafs 2^^"^+ 1 durch 2". 10 + 1 teilbar 
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ist. Weiteres kennt die Wissenschaft bisher noch nicht. Sie 
weifs nicht, ob die betreffenden Primzahlen mit 2^*-j" ^ tther- 
hanpt zn Ende sind, sie weifs nicht, ob eine gröfsere end- 
liche Anzahl vorhanden ist, oder ob die Anzahl nnendlieh 
grofs ist. 

Bis jetzt weifs man nur, dafs, abgesehen vom Faktor 2" 
folgende Teilungen des Kreises mit Zirkel und Lineal durch* 
itthrbar sind: 
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3.17 .257.65537 
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3.5.17 .257.65537 



An Stelle der drei Hauptfälle 3^ 5, 15 des Altertums 
sind also 31 getreten, was eine erhebliche Erweiterung 
bedeutet. 

Gaufs selbst hat die geometrische Konstruktion des 
17-Ecks durchgeführt, y. Staudt und Schröter haben 
sie nach Pongelet-Steiner mit einem festen Kreise 
und dem Lineal ausgeführt. Kach Mascheronis Methode 
liegt noch keine Konstruktion vor, obwohl sie möglich ist. 
Bichelot hat das 257-Eck behandelt, Hermes das 
65537-Eck untersucht 

Damit ist alles die Kreisteilung betreffende, was die 
Wissenschaft kennt, erledigt. Für die Maschinentechniker 
sind aber noch anderweitige Teilungen nötig, also ist er 
schon hier gezwungen, zu Annäherungskonstruktionen 
überzugehen. Auch die nicht selten eintretende Dritteilung 
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des Winkels, die mit Zirkel und Lineal anmöglich ist, 
zwingt ihn zu solchen. 

§ 259) Die Unmöglichkeit, die Zahl 7t aus der Längen- 
einheit geometrisch zu konstruieren, macht die Aufgabe, 
eine Schraubenlinie des Ereiscylinders vom gegebenen 
Steigungswinkel exakt zu konstruieren, oder für eine in 
beliebig vielen Punkten exakte konstruierte Schraubenlinie 
diese Winkel geometrisch darzustellen, zu einer nur mit An- 
näherung zu lösenden Aufgabe, denn die ^Abwickelung des 
Ereiscylinders ist nur angenähert lösbar. Ahnliches gilt von 
der Zahl e und der wichtigen logarithmischen Linie. 

Der Techniker ist also schon bei yerhältnismäfsig ein- 
fachen Aufgaben gezwungen, zu Annäherungskonstruktionen 
überzugehen, oder neben Zirkel und Lineal gewisse 
Kurvenlineale zu benutzen oder Apparate, mit deren 
Hilfe man auf kinematischem Wege gewisse Kurven mit 
entsprechender Genauigkeit konstruieren kann. Als solche 
Kurvenlineale sind z.B. vorzuschlagen die Parabel, die 
gleichseitige Hyperbel, die logarithmische 
Linie, die logarithmische Spirale (deren Schablone 
sich bei den obigen Untersuchungen und Konstruktionen als 
wichtig erwies), die Sinuslinie, Gykloide und einige 
andere schon aus dem Altertum bekannte Kurven, mit deren 
Hilfe man die Dreiteilung des Winkels, die Verdoppelung 
des Würfels und ähnliche Probleme lösen kann. Das letzte 
Hilfsmittel bleibt die Berechnung bis auf beliebig viele 
Dezimalstellen, die dann benutzt wird, mit Hilfe des Mafs- 
stabs die betreffende Oröfse mit möglichster Genauigkeit 
einzutragen. 

Schon die Aufgabe, den elliptischen Cylinder in die 
Ebene abzuwickeln oder ihn durch Gerade in Streifen von 
demselben Inhalte einzuteilen, erfordert einen erheblichen 
Aufwand an Rechnung, da es sich um die Auswertung des 
betreffenden elliptischen Integrals handelt. Und dies gilt 
aaeh von der Konstruktion der Loxodromen (Schraubenlinien) 
dieses einfachen Cylinders. 

Die exakte Konstruktion also beschränkt sich besonders 
in der Stereometrie auf verhältnismäfsig wenig Fälle. Als 
geometrische Konstruktionen im weiteren Sinne hat man solche 
zu betrachten, bei denen man durch eiue endliche Anzahl 
von Konstruktionsakten eine beliebig grosse Genauigkeit 
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(wenn auch nur in der Yorsteilong, nicht in der praktischen 
AasführuDg) erreichen kann. So nimmt man z. B. Kurven, 
von denen beliebig viele Punkte exakt konstruiert werden 
können, als konstruierbar im weiteren Sinne an. Hat 
man z. B. eine der besprochenen quadratischen Einteilungen, 
die mit beliebiger Genauigkeit beliebig weit fortgesetzt 
werden kann, gezeichnet, so kann man die isogonalen Tra- 
jektorien als konstruiert betrachten. 

§ 250) Das Ganze kommt hinaus auf den Be- 
griff der Differentialgeometrie, d. h. der auch mit 
unendlich kleinen Gröfsen arbeitenden Geo- 
metrie, die jedoch dahin streben mufs, von der 
Sprache der Differential- und Integralrech- 
nung möglichst befreit zu werden, so dafs sie 
ein Recht erhält, als selbständige Wissen- 
schaft dazustehen. Vorläufig ist dies noch nicht der 
Fall, wie z. B. die Differentialgeometrie von Bianchi zeigt, 
die von den Mitteln der höheren Änalysis unausgesetzten 
Gebrauch macht. Wie weit man ohne jene höheren Hilfs- 
mittel gelangen kann, läfst sich nicht ohne weiteres tiber- 
sehen. Dafs aber ein Eindringen in viele Gebiete der 
Raumgeometrie ohne die Differential- und Integralrechnung 
ermöglicht werden kann, zeigen vielleicht auch die vor- 
stehenden Untersuchungen und Konstruktionen. 

Es handelt sich dabei nicht um ein Überflüssigmachen 
der höheren Änalysis, sondern um das Zukunftsideal eines 
selbständigen Ausbaues für das System der Raum- 
geometrie. Hier ist nur mit elementaren Hilfsmitteln ge- 
arbeitet worden, und zwar zu dem Zwecke, den Bereich 
der Elemente der Stereometrie nach Möglichkeit 
zu erweitern. Gerade die darstellende Geometrie scheint 
berufen zu sein, an dieser Erweiterung mitzuarbeiten. Dies 
soll aber weniger von der praktischen Ausführung der 
Zeichnungen gesagt sein, sondern von der geistigen Arbeit 
mit den idealen Werkzeugen der darstellenden Geometrie 
auf dem Gebiete der inneren Vorstellung. 

e) Gesohiohtliohes über die in den Kapiteln I bis IV 
behandelten Baumkurven und Flächen. 

§ 261) Die Eettenlinie (catenaria, chainette) und das 
mit ihr zusammenhängende Raten oid (dieser Name rührt 

Holsmftller, Stereometrie in. 21 
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von Plateau, dem Urheber der bekannten Versuche her) 
haben eine förmliche Geschichte hinter sich. Galilei be- 
schäftigte sich damit in den „Gesprächen über Mechanik^ 
(Discorsi e demostrazioni matematiche intomo a due nuove 
scienze, 1638), und zwar im zweiten derselben. Dabei 
wird die Kurve von ihm irrtümlich für eine Parabel ge- 
halten. Dies ist nach Cantor II, 698, der einzige wesent- 
liche Irrtum, den man ihm überhaupt vorwerfen könnte. 
Allerdings kann auch die Parabel Eettenlinie sein, dann 
müfste aber das Gewicht der einzelnen Teile so geregelt 
sein, dafs zu gleichen Horizontabständen gleiche Gewichte 
gehören. Aufgedeckt wurde der Irrthum im Jahre 1646 
durch Chr. Huygens (1629 bis 1695), der damals erst 
17 Jahr alt war (Oeuvres complötes de Chr. Huygens, 
I, Seite 28). Das Problem selbst wurde damit nicht gelöst^ 
sondern erst 1690 von Jac. Bernoulli mathematisch 
formuliert. Dies geschah im Maiheft der Acta Erudit. (1690) 
am Schlüsse eines Aufsatzes über die Isochronen mit den 
Worten: „In venire, quam curvam referat funis laxus et 
inter duo puncta fixa libere suspensus". Leibniz, Huygens, 
Joh. Bernoulli lösten die Aufgabe sofort, Leibniz am voll- 
kommensten, da er die Gleichung direkt in Cartesichen Ko- 
ordinaten gab. Joh. Bernoullis Lösung wurde in den Act. 
Erud. Juniheft 1691 veröflFentlicht. Huygens, der sich noch 
immer ablehnend gegen die DiflFerentialrechnung verhielt, 
gab seine elementar gehaltene Lösung an Leibniz am 
9. Oktober 1690 und veröffentlichte sie im Junihefte 1691 
der Act. Erud. Man vergleiche darüber Korteweg: „La 
Solution de Chr. Huygens du problöme de la chainette" in 
der Bibl. Math, von Enneström, I, 1900, S. 90 bis 108, wo 
es heifst: „Ainsi le problöme de la chainette lui oflirit une 
occasion pr^cieuse pour mesurer la puissance de ses m^thodes 
contre Celles de Leibniz et Bernoulli". Später brachte 
de THospital das Problem in Beziehung zu dem der Bra- 
chistochrone. Auch Dav. Gregory behandelte die Auf- 
gabe (1699). Seine Resultate waren richtig, die Methode 
aber fand Widerspruch und führte zu unerquicklichen 
Streitigkeiten. Jac. Bernoulli erweiterte 1701 in den 
Act. Erud. das Problem für beliebige Belastungen. Taylor 
beschäftigte sich damit in der Method. Increm. (1714), Euler 
1744 in der „Method. inveniendi lineas curvas maximi minimive 
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proprietate gaudentes". Von Interesse ist die elementare Be- 
handlung, die Möbius in seiner Statik, Werke III, Seite 417 
der Kettenlinie zu teil werden läfst. In neuerer Zeit 
wurde die Kurve vielfach elementar untersucht, z. B. von 
Gretschel in Grunerts Archiv, Band 43, von Jung in 
Mehmkes Zeitschr., Band 45. Die hier gegebene Behand- 
lungsweise ist eine selbständige. 

§ 262) Über das Katenoid und das zugehörige 
Minimalproblem giebt es fast nur Analytisches. Dies 
liegt wohl an der Schwierigkeit, für die Gtlltigkeit ge- 
wisser allgemeiner Gesetze bestimmte Grenzen festzu- 
stellen, was der elementaren Betrachtung nur selten gelingt. 
Lagrauge bahnte solche Untersuchungen an und legte da- 
mit den Grund zur Variationsrechnung (Miscell. Taur.II IT^^ei)- 
Dabei fehlte es an Beispielen, und erst Meusnier bemerkte, 
dafs das Katenoid und die zugehörige Sehraubenregel- 
fläche Minimalfläehen und aufeinander abwickelbar seien. 
Im Anschlufs an ihn wies Bour in einem „Memoire sur les 
d6velopp6es" nach (Joum. de TEc. Pol. XXII, 1777), dafs 
jede Schraubenfläche auf eine Drehungsfläche abgewickelt 
werden könne, und Gatalan zeigte, dafs die eiuzige Begel- 
fläche, die als Minimalfläche auftritt, die Minimalschrauben- 
regelfläche sei. Die konforme Abbildbarkeit aller Schrauben- 
flächen ist durch den Zusammenhang mit den Drehungs- 
flächen grundsätzlich erledigt. 

§ 263) Gaufs vervollkommnete die Theorie der Minimal- 
flächen durch die „Principia generalia theoriae figurae 
fluidorum in statu aequilibri" (1829). Auf seinen Vorschlag 
stellte 1831 die Göttinger Fakultät eine Preisaufgabe über 
Drehungsflächen kleinsten Flächeninhalts, wobei eine Arbeit 
von Goldschmidt den Preis erhielt. In ihr wird das 
Katenoid näher untersucht und die Frage behandelt, ob und 
wann man durch die beiden Grenzkreise zwei, eins oder 
kein Katenoid legen kann. Von jetzt ab beschäftigten sich 
die Physiker mit dem Gegenstande und seit 1860 spricht 
man allgemein von Plateauschen Problemen. Plateau stellte 
die gegebenen Grenzen durch Drähte dar, tauchte diese in 
Glycerin-Seifenwasser ein und liefs beim Herausnehmen 
Seifenblasenflächen entstehen, die infolge des in der Flüssig- 
keit liegenden Kontraktionsbestrebens sehr genau den mathe- 
matischen Minimalflächen entsprechen müssen. In den Jahren 

21* 
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1860 bis 1868 veröflfentlichte er in den Mömoires der belgischen 
Akademie eine ganze Beihe von Untersuehnngen unter dem 
Titel „Recherches exp^rimentales et th^oriques snr les figures 
d'6qailibre d'une masse liquide sans p6santeur". Das 
Katenoid z. B. wird behandelt in Serie V, § 2, 3, 11, 15; 
in Serie VE, § 21, 22; in Serie X, § 29. 

Die Goldschmidtschen Grenzfälle kommen dabei zur 
experimentellen Untersuchung, und diese gaben den Anstofs 
zu wichtigen allgemeineren Forschungen. Eine Grenze 
der Stabilität zeigt sich z. B. in dem Augen- 
blicke, wo die Kreisringe so weit auseinander- 
gehen, dafs die Katenoid fläche gleich der Summe 
der beiden Kreisflächen ist. Ftlr diesen Fall also 
giebt es zwei Möglichkeiten. Die eine ist das gewöhnliche 
Katenoid, die andere ein ausgeartetes Katenoid, welches aus 
zwei Kreisflächen und der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte 
besteht. Bei gröfserer Entfernung der Kreise zerreifst die 
Seifenblase und dann ist für die Physik kein eigentliches 
Katenoid mehr möglich. 

Entsprechende Versuche lassen sich mit der Minimal- 
schraubenfläche anstellen. In einem Glascylinder befinde 
sich ein die Achse darstellender Messingdraht, an diesem ein 
fester Eadius (ebenfalls Draht) und dazu ein beweglicher, 
bis zur Gefäfswand reichender Radius, der mittels einer 
engen Schlinge um die Achse gelegt ist und so auf und 
nieder bewegt und gedreht werden kann. Geschieht letzteres, 
nachdem man zwischen den Badien eine Seifenwasserblase 
angebracht hatte, so entsteht die Minimal-Schraubenregel- 
fläche zwischen den Badien der Achse und der feucht zu 
haltenden Cylinderwand. Für jeden senkrechten Abstand 
der beiden Badien giebt es einen Grenzwinkel, bei dem die 
Blase zerreifst. Man vergleiche darüber: H. A. Schwarz: 
Untersuchung der zweiten Variation des Flächeninhalts von 
Minimalflächenstücken, Monatsberichte der Berliner Akademie, 
1872, Seite 718 bis 735, oder Gesammelte Abhandlungen I, 
Seite 166 und 167, wo auch weitere Litteratur mitgeteilt 
wird. Schon die 1861 erschienenen Legons de Galcul des 
Variations von Lindelöf und Moigno behandelten Von 
Seite 204 ab die Katenoidprobleme ausführlicher. 

§ 264) Was Monge, Scherk, Bonnet, Weier- 
strafs, Biemann, Steiner, Sturm, Lie u. s. w. auf 
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dem Gebiete der Minimal flächen geleistet haben, lese 
man nach bei H. A. Schwarz, oder in den „Legons snr 
la theorie des surfaces" von Darboux (1887), oder bei 
Beltrami: „SuUe proprietä generali delle superficie ad 
area minima" (Memorie delPAcad. di Bologna, VlI, 1868, 
oder in den Vorlesungen über Differentialgeometrie von 
Luigi Bianchi (deutsch von Lucat bei Teubner, 
Leipzig). Steiner und Lie arbeiteten dabei geometrisch, 
die übrigen rein analytisch. Weingarten bewies, dafs 
die Evolutenfläche einer pseudo-sphärischen Fläche sich auf 
das Katenoid, also auch auf die Minimalschraubenfläche ab- 
wickeln läfst; Dini verbog die pseudo-sphärischen Drehungs- 
flächen, z. B. die der Traktrix, so, dafs die Kreise der auf- 
geschnittenen ursprünglichen Fläche in Schraubenlinien 
derselben Ganghöhe übergingen. Da nach Band I das 
Krümmungsmafs beim Verbiegen unverändert bleibt, schuf 
er damit die pseudo-sphärischen Schraubenflächen. 
(Bei Bianchi, Seite 468, ist eine solche im Anschlufs an 
Brills Katalog skizziert.) Die Möglichkeit solcher Flächen 
geht ohne weiteres aus dem Bourschen Theorem hervor. 

Diese Andeutungen mögen zeigen, zu welchen Wissens- 
gebieten man von dem hier elementar behandelten Gegen- 
stande (Kettenlinie, Katenoid, Minimalschraubenregelfläche) 
aus übergehen kann. 

§ 265) Die gegen den Schlufs des letzten Abschnitts 
benützte logarithmische Spirale wurde schon von 
Descartes (Epistola 73, 74, 91) untersucht, nach Montuclas 
Mitteilungen auch von einem Jesuiten Nicolas, dessen Ab- 
handlung „de novis spiralibus exercitatio geometrica'^ zu 
Tolosa im Jahre 1693 gedruckt wurde. Ihr folgte noch 
eine andere „de lineis spiralibus logarithmicis'^ desselben 
Verfassers mit demselben Druekorte. Auch bei Wallis 
(Opera I, 560) und bei Barrow: „Lect. geom." Seite 124 
findet man einiges über diese Kurven. Die erste wissen- 
schaftliche Behandlung ist aber Jac. Bernoulli zuzu- 
schreiben, der sich im Junihefte 1891 der Acta Ernd. zum 
erstenmale, im Maihefte 1892 zum zweitenmale mit der 
Kurve beschäftigte und sie als „spira mirabilis^^ bezeichnete, 
weil sie bei zahlreichen Umgestaltungen stets wiederkehrt 
und als Evolute (auch Selbstevolute), als Evolvente (auch 
Selbstevolvente), als Diakaustik, Katakaustik u. s. w. stets 
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wieder eine logarithmische Spirale derselben Art giebt. 
(Vergl. das „Eadem mntata resurgo" auf seinem Grabsteine.) 
Über die Abhandlung von 1691 vergl. Cantor III, Seite 481), 
da dort das erste elliptische Integral auftritt. Über den 
Znsammenhang mit den Kegelloxodromen und den Eugel- 
loxodromen wurde schon in Band I berichtet. Alle Eigen- 
schaften lassen sich, wie z. B. Verfasser in Schlömilchs 
Zeitschritt im Jahre 1871 zeigte, sehr leicht mit Hilfe der 
logarithmischen Abbildung aus denen der Geraden ableiten. 
Dort wurden auch die aus der Kurve durch Inversion her- 
vorgehenden logarithmischen Doppelspiralen oder 
Bicirkularspiralen behandelt. An diese Arbeit schlofs 
sich im folgenden Jahre in derselben Zeitschrift eine kine- 
matische von Burmester an. Die Arbeit des Verfassers 
wird zwar in Burmesters Abhandlung, aber nicht mehr in 
dessen Kinematik citiert. 

§ 266) über die schon im Altertume bekannten 
Schraubenlinien schrieb unter Benutzung von Raum- 
koordinaten zum erstenmale Parent (1702) in seinen 
„Essais et ßecherches de math. et de phys. II, 684. Nach 
Proklus geht die Kenntnis des Satzes, dafs gleiche Ab- 
schnitte der gewöhnlichen Schraubenlinie kongruent seien, 
bis auf Geminus zurtlck. Im vierten Buche der Coli, des 
Pappus (Ausgabe Hultsch, 258 — 264) wird die jetzt als 
Minimalschraubenregelfläche bekannte Fläche des so- 
genannten „flachen Schraubengewindes" beschrieben. Was 
Pappus sonst von Raumkurven kannte, darüber vergleiche 
man Cantor I, 421. Auch Klügeis Wörterbuch berichtet 
darüber im Artikel Spirale, Band IV, Seite 449. Später als 
Parent hat sich Bobervais mit der Schraubenlinie be- 
schäftigt und sie durch Projektion mit der verallgemeinerten 
Sinuslinie (Sinoide) in Verbindung gebracht, ebenso den 
Zusammenhang der Sinuslinie mit der Cykloide klargelegt. 
Darüber hat auch Pitot geschrieben (vgl. Cantor III, S. 445). 

§ 267) Über die Eöhrenflächen *) hat nach Baltzer 
unter dem Titel „Über krumme Cylinder" Euler einiges 

*) Während der Eorrektor erschien im „Archiv der Matth. n. 
Physik*' III, 1. Heft eine analytische Abhandlung über Böhrenflächen 
von V. Eommerell, die auf ßonnet (Journ. deTEc. Pol. 52), Bour 
^Jonni. Heft 39) hinweist, ebenso auf Stahl n. Eommerell: Gnmd- 
formeln der allgemeinen Flächentheorie. 
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geschrieben. Später ist über Monge zu berichten. Über 
die mit den logarithmischen Spiralen und Doppelspiralen 
zusammenhängenden Ereis-Böhrenflächen und ihre Inversions- 
verwandten war dem Verfasser nur die eigene Abhandlung 
im Crelleschen Journale bekannt, deren einer Satz hier 
modifiziert werden mufste. über die Cykliden hat Dupin 
in den „Applications de göometrie et de m6c." gehandelt. 
Die betreffende Litteratur wurde schon in Band I mitgeteilt 

Eine soeben als Programmbeilage erschienene Schrift 
von Strobel „Über Flächen, die durch veränderliche Kegel- 
schnitte" erzeugt werden" (Heilbronn 1901), nennt die nach- 
stehende Litteratur zu diesem Gegenstande. Flächen, die 
durch kreisförmig Erzeugende mit konstant bleibendem oder 
veränderlichem Halbmesser erzeugt werden, also Böhren- 
flächen oder verallgemeinerte Cykliden (z. B. anallagmatische 
Flächen) haben behandelt Cayley, memoirs on quartic 
surfaces, Procedings of the London math. soc. HI, 1871; 
Casey, on cyclides and sphero - quartics, Phil. Trans., 
Band 161; Maxwell: Über Cykliden im engeren Sinne, 
quaterly Journal IX; Montard, sur les surfaces anallag- 
matiques du quatriöme ordre, Nouvelles Annales IH, 2. s6rie ; 
sur les lignes de courbure d*une classe de surface du 
quatri^me ordre, Compt. rend. 59, H; Bibaucour, sur une 
propri6te des surfaces enveloppes de sphöres, Compt. rend. 67 ; 
sur les systömes cycliques, C. r. 76 ; sur les faisceaux de 
cercles, 76 ; Darboux, th^orie gön^rale des surfaces, I und IV, 
Seite 495 u. s. w., Darboux, Le^ons sur les systömes 
orthogonaux, 1898; M. G. Demartres: 1. Sur les surfaces ä 
göneratrice circulaire, Annales de Töcole normale supörieure, 
U, 3. s^rie, 1885; 2. Memoire sur les surfaces qui sont divisöes 
en carr^es par une suite de cercles et leurs trajectoires 
orthogonales, Annales IV, 1887. Dies sollen die eingehendsten 
Arbeiten sein. 

Der zweite Teil der Str ob eischen Arbeit sucht die 
Theorie der durch Kurven zweiten Grades erzeugten Böhren- 
fiächen anzubahnen, jedoch ist das Gegebene nur geringfügig. 
Die Globoidschnecken endlich geben ein Beispiel von 
Böhrenflächen, die durch veränderliche „Trapeze" und 
andere veränderliche Profile entstehen und auf verall- 
gemeinerte Schraubenlinien filhren. Das „Trapez^ ist dabei 
Schraubenprofil, nicht etwa „Kormalschnitt'' der Fläche. 
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§ 268) Znr Untersuchung der Ausdehnungsfähigkeit der 
Guldinschen Regeln wurden oben einige allgemeine Sätze 
über Baumkurven und Flächen eingeschaltet. Gre- 
schichtliches findet man z. B. bei Gino Loria (deutsch von 
Schütte, erschienen bei B. 6*. Teubner), in einem Memoire 
von Saint Venant (Journal de FEcole Pol. XXX), in einem 
solchen von Freuet (Liouvilles Journal, XVII, 437), in dem 
genannten Werke von Darboux, in Schell: Allgemeine 
Theorie der Kurven doppelter Krümmung; auch in der 
Baumlehre von Salmon-Fiedler, neuerdings in dem aus- 
führlichen Berichte von Kötter „Über die Entwickelung 
der synthetischen Geometrie", der durch die deutsche 
Mathematiker -Vereinigung veröflFentlicht ist und bis zum 
Jahre 1847 reicht. Er hat eine Kluft ausgefüllt, zu deren 
Beseitigung der kurze Abrifs von Loria nicht ausreichen 
konnte. 

Danach verdanken wir dem schon genannten Pitot 
(vergl. Cantor, III, 427 bis 428), eine Beibe der noch jetzt 
gebräuchlichen Bezeichnungen der Baumlehre. Andere 
wurden von Glairaut eingeführt, dessen „Becherches sur 
les courbes ä double courbure" im Jahre 1731 erschienen 
und bahnbrechend wirkten. (Vergl. Cantor, III, von 
Seite 763 ab). Monge war der erste, der nach Eulers 
Vorgang die Böbrenflächen ausführlicher behandelte. Sein 
„Memoire sur les developp6es" wurde der Akademie im 
Jahre 1771 vorgelegt, jedoch erst 1785 in den Savants 
Etrangers, X abgedruckt. Auch er schuf dauernd angewandte 
Benennungen, besonders i» seinen „Applications de TAnalyse 
k la Geometrie'^ Ihm verdankt man z. B. die Einführung 
der oskulierenden Kugel, der Punkte einfacher und doppelter 
Inflexion. Liouvilles Ausgabe des Werkes von Monge ent- 
hält im Anhange eine Übersetzung der bahnbrechenden Ar- 
beit von Gaufs, der Disquisitiones circa superficies curvas, 
in der unter anderem der BegriflF des (Gaufsschen) Krüm- 
mungsmafses für Flächen und dessen Charakter als In- 
variante bei Biegungen und der Begriff der sphärischen Ab- 
bildung eingeführt werden. Diese Abhandlung ist in Ostwalds 
Klassikern, deutsch übersetzt von Wangerin, erschienen. Bei 
Tinseau, Solution de quelques problömes (vorgelegt 1784, ab- 
gedruckt 1781 in den Sav. Etrangers, IX findet man zuerst die 
Oskulationsebenen und die abwickelbaren Tangentenflächen. 
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Lancret giebt in einem Memoire sur les courbes ä double 
Courbure" (vorgelgt 1802, abgedruckt in den Sav. Etrang.) 
einige nach ihm benannte Sätze. 

Geodätische Untersuchungen verdanken wir Gaufs, 
Joachimsthal (Grell. Journal, Band 16), Bonnet (Journal 
de TEc. Polyt.). Auch letzterer untersucht die Deformation 
der Flächen durch Biegung. In den Compt. Bend., Band 57, 
beschäftigt er sich mit der Frage, inwiefern Kugelflächen bei 
der Verbiegung ihre geradlinigen Erzeugenden behalten 
können. Min ding (Grell. Journal, Band 18) zeigt, dafs 
jede Regelfläche so gebogen werden kann, dafs ihr Leit- 
kegel eine beliebige vorgeschriebene Form annehmen mufs. 
Hinsichtlich der geodätischen Linien gelang es erst Jacobi, 
mit Hilfe der elliptischen Koordinaten die des dreiachsigen 
EUipsoids genauer zu untersuchen, worauf es auch für die all- 
gemeinen Flächen zweiten Grades gelang. Die Bestimmung 
der Krümmungslinien war schon Dupin gelungen, nach 
dessen berühmtem Theorem sich drei einander orthogonal 
schneidende Flächenscharen in solchen schneiden. 

Neben Gaufs war Jacobi der letzte Mathematiker, 
der zu den universellen gerechnet werden kann, der die 
Geometrie und die Analysis in gleicher Weise beherrschte. 
Schon vorher war eine Spaltung in lauter Spezialisten ein- 
getreten. Poncelet, Chasles, v. Staudt, Steiner, 
Möbius und andere arbeiteten geometrisch, andere rein 
analytisch auf dem besprochenen Gebiete. Die Leistungen 
Poncelets wurden schon früher besprochen. Chasles 
wies z. B. nach, dafs jeder starre Körper aus jeder be- 
liebigen Lage in eine andere durch eine einzige Schraubung 
gelangen kann. Ihm also verdanken wir folgenden Satz: 
Die Bewegung eines unveränderlichen Systems ist 
äquivalent einer kontinuierlichen Folge verschwin- 
dend kleiner Schraubenbewegungen um eine be- 
wegliche Achse, welche dabei die Erzeugungslinie 
einer bestimmten Begelfläche des absoluten 
Baumes ist. Auf diesem Satze beruht die ganze neuere 
Kinematik. Man vergleiche dazu folgende Arbeiten von 
Chasles: 1) Note sur les propri^t^s g^n^rales du Systeme 
de deux corps semblables entr'eux et plac^s d'une maniöre 
qüelconque dans Fespace; et sur le d^placement fini, ou 
infiniment petit, d'un corps solid libre; communiquäe k la 
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Soc. Philom. 5. F6vr. 1831. (Bulletin des seiences math. p. 
Förußsac, Nov. 1830.) 2) Proprio tös geometriques relatives 
au monvement infiniment petit d'an corps solide libre dans 
Fespace. Compt. Rend. de I'Ac. t. XVI p. 1420—1432 
(1843). 3) Propr. relatives au d6placement fini quelconque 
dans Tespace, d'une figure de forme invariable, Compt. rend. 51, 
5. D6c. 1860, 10. D6c. 1860, 52, 2. Jan. 1861, 4. F6vr. 1861, 
18. März 1861). Bei Schell, Theorie der Bewegung und 
der Kräfte findet man näheres darüber. Letzteres Buch trägt 
das Motto: „Geometrica geometrice!" Da von Schrauben- 
bewegungen gesprochen wurde, war hier der Anlafs, auf 
diesen Teil der Litteratur hinzuweisen. 

Über Steiner, v. Staudt und Möbius wurde schon 
früher berichtet. 

§ 269) Die Theorie der Transformationsgruppen, 
auf die schon am Schlufs des vorigen Kapitels hingedeutet 
wurde, ist besonders von Lie und Felix Klein gefördert 
worden. Unter den zahlreichen Werken des ersteren sei 
das Werk mit entsprechendem Titel und die Geometrie 
der Berührungstransformationen hervorgehoben, unter 
denen des letzteren die „Vorlesungen über die Theorie 
der automorphen Funktionen^S Elementar sind diese 
Betrachtungen nicht gehalten, sie bedeuten vielmehr eine 
Brücke zwischen der höheren bezw. höchsten Analysis, be- 
sonders der reinen Funktionentheorie einerseits und ge- 
wissen geometrischen Anschauungsmethoden andererseits. 
Aber vieles aus den leichteren Kapiteln ist der elementaren 
Betrachtung zugänglich und dürfte dazu anregen, die Ele- 
mente der Baumlehre in der betreffenden Richtung ganz 
aufserordentlich zu fördern. 

Die vermittelnde Stellung dieser beiden Forscher ist 
von grundsätzlicher Bedeutung und hat aufserordentlich an- 
regend gewirkt, sie hat sogar einen grofsen Arbeitsplan er- 
möglicht, nach dem die Vertreter der rein arithmetischen 
und der mehr geometrischen Richtung einheitlich vorgehen 
können. 

In neuerer Zeit nämlich beanspruchten die reinen Arith- 
metiker vielfach für sich die vornehmere Stellung. Die 
„nur geometrischen^^ Beweise wurden abgelehnt, da sie 
angeblich nur Verwirrung stifteten, und die geometri- 
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sehen Hilfsvorstellungen, mit denen doch besonders durch 
Riemann der Analysis (An. situs) ganz neue Gebiete er- 
schlossen wurden, waren in Gefahr, in Mifskredit zu ge- 
rathen. Schon Steiner wehrte sich in der Vorrede zur 
»Systematischen Entwickelung" gegen die Minderschätzung 
der Geometrie. Sophus Lie, der als einer der ideenreichsten 
Mathematiker zu bezeichnen ist, sprach sich im Vorwort zur 
„Geometrie der Bertihrungstransformationen" sehr scharf und 
unter Namensnennung gegen jenen einseitigen Standpunkt 
aus, und auch Felix Klein warnte vor der übertriebenen 
Arithmetisierung der Mathematik. Gaufs würde trotz seines 
^€dg ccQi&ixrjTl^ei. vielleicht ähnlich geurteilt haben, wenn 
man nach dem, was er über Möbius „Barycentrischen 
Kalkül" (den er nur mit Mifstrauen in die Hand genommen 
hatte) an Schumacher geschrieben hat, urteilen darf. 
Noch wahrscheinlicher wird die Vermutung durch seine Be- 
sprechung von Monges „G6om6trie descriptive", 3. Auflage, 
in den Göttingischen gelehrten Anzeigen vom 31. Juli 1813, 
in der er nach lobender Anerkennung der Klarheit und der 
geschickten Anordnung des Werkes sagt, er müsse „das 
Studium desselben als eine kräftige Geistesnahrung 
empfehlen, wodurch unstreitig zur Belebung und 
Erhaltung des echten, in der Mathematik der 
Neueren sonst manchmal vermifsten geometrischen 
Geistes viel mit beigetragen werden kann." (Werke, 
IV, Seite 259.) Gaufs selbst also ist es, der bei manchen 
seiner Zeitgenossen den geometrischen Geist vermifst. 

Ein Buch über die Elemente der Stereojnetrie ist 
selbstverständlich nicht der Ort, über die Berechtigung einer 
grundsätzlichen Spaltung der Mathematiker in Freunde und 
Gegner der Arithmetisierung zu entscheiden. Wohl aber 
darf, da die höhere Analysis der Geometrie gewaltig voraus- 
geeilt ist, der Wunsch ausgesprochen werden, auf rein 
geometrischem Wege möchte eine selbständige, 
d. h. von der Analysis unabhängige Differential- 
geometrie zum Ausbau gebracht werden. Zu gegen- 
seitiger Bekämpfung liegt kein Anlafs vor. 

§ 270) Auch über die Frage, ob die DiflFerential- 
geometrie ganz aufserhalb der Elemente liegt, oder ob ein 
Teil von ihr den Elementen einverleibt werden kann, soll 
hier nicht endgültig entschieden werden. Aber schon 
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Archimedes war genötigt, zur Ermittelimg des Kreis- 
omfanges Differentialgeometrie anzuwenden, denn schliefslich 
arbeitet er doch mit Operationen im Gebiete des Unendlich- 
kleinen. Hinsichtlich der Zahl n ist also die Frage seit 
zwei Jahrtausenden entschieden. Dafs aufserdem die Loga- 
rithmen und die Basis e der natürlichen Logarithmen in die 
Elemente aufzunehmen sind, erscheint ebenfalls unabweisbar. 
Schon aus letzterem folgt, dafs die Elemente weit über Euklid 
hinausgehen müssen. Baltzer hat in die Elemente mehr 
aufgenommen, als es bis dahin Regel war. Aber nach dem^ 
was Poncelet, Steiner, v. Staudt, Möbius, Ghasles 
und Monge geschaffen haben, und nach dem, was selbst 
die elementarste Technik an Vorkenntnissen beanspruchen 
mufs,"") reicht auch das, was Baltzers Elemente berück- 
sichtigen, nicht mehr aus. Das Gebiet der Elemente mufs 
von Jahrhundert zu Jahrhundert erweitert werden. Die 
Methodik mufs darauf hinarbeiten, möglichst elementare 
Wege ausfindig zu machen, auf denen man zu den wichtigeren 
Errungenschaften der Wissenschaft gelangen kann. Auch 
ist es nur dadurch möglich, zu einem wirklichen System der 
Elemente zu gelangen, welches jetzt aus dem einfachen 
Grunde unmöglich ist, dafs sich überall Lücken und man- 
gelnder Zusammenhang zeigen, wie an einigen Stellen bereits 
nachgewiesen wurde. 

Also auch in dieser Richtung ist ein grofser 
Arbeitsplan möglich. Statt der verschiedenen 
Einzeluntersuchungen sollte eine der zahlreichen 
mathematischen Zeitschriften für den betreffenden 
Lehrerstand als Ziel der Arbeit hinstellen, das 
Gebiet der Elementarmathematik nach Möglichkeit 
zu erweitern. 

Der Verfasser hat dies versucht in seiner „Ingenieur- 
mathematik in elementarer Behandlung^, von der 
bisher zwei Bände erschienen sind. Der erste behandelt 
die Schwerpunkte und statischen Momente, die TrägheitSr 
momente und Centrifugalmomente, und zwar sowohl die 



*) Man denke nur an die Trägheits- und Centrifugalmomente 
für ebene Flächen und für E5rper. Ohne die ersteren ist keine 
Festigkeitslehre, ohne die letzteren keine Mechanik möglich. Der 
folgende Band soll auch auf diese Gegenstände eingehen. 
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„Planmomente", „Achsialmomente'^ und „Polarmomente" und 
was mit ihnen zusammenhängt. Dabei löst er wichtige 
Aufgaben der Maschinen- und Bautechnik auf einem Wege, 
den z. B. die höheren Maschinenbauschulen benutzen können. 
Der zweite Band bringt eine elementar gehaltene Potential- 
theorie, die bis zu den neuesten Forschungen vorzudringen 
und Lehren von Maxwell, Helmholtz, Kirchhoff 
und anderen, die auf den verschiedensten Gebieten der 
Physik liegen, den betreffenden Fachschulen zugänglich zu 
machen versucht. — Ein dritter Band, die elementare 
Lehre von den ebenen und räumlichen Kurven, 
soweit sie für den Ingenieur von Wichtigkeit sind, ist 
geplant. In 23 jährigem Fachschuldirektorat hat der Ver- 
fasser seine Methode im Unterrichte erprobt. In den vor- 
liegenden Elementen der Stereometrie landet der Leser 
die Fortsetzung der betreffenden Bestrebungen. 

Aber es ist zu wünschen, dafs sich die gesamte Lehrer- 
schaft der Mathematik zu dem oben genannten Arbeitsplane 
zusammenschliefse. Für das neue Jahrhundert liegt mehr 
als genug des Abeitsstoffes vor, und die Aufgabe würde 
eine unserer mathematischen Vereinigungen würdige sein. 

Der vierte Band der Elemente der Stereometrie soll 
weiteres Material zu diesen Bestrebungen bringen. 



In gleichem Verlage erschienen: 



£l(tii«ite der Stereonetric 

von 

Prof. Dr. Gustav Holzmüller. 



I. Band: Die LehrsAtze und Konstruktionen. Mit 2B2 

Figuren. Preis broschiert M. 6. — , gebunden M. 6.60. 

n. Band: Die Berechnung einfach gestalteter Köi*per. Mit 

156 Figuren. Preis brosch. M. 10. — , geb. M. 10.80. 

IV. (Schluss-) Band ist im Erscheinen begriffen. 

Jeder Band ist einzehi su haben. 

Einige Urteile Ober Band I imd U: 

Zeitschrift f. d. RealSClluiweseii: Direktor Holzmüller, durch die 
laDgjährige Leitung der höheren Gewerbeschule zu Hagen i. W. aufit 
gründlichste mit den Bedürfnissen des Lernenden vertraut, hat wirklich für 
die Kompendienlitteratur ein neues Zeitalter heraufführen helfen, und seine 
Bücher sollten in der Hand keines jüngeren Mathematikers fehlen. Denn 
dieser lernt aus ihnen, was Elementarmathematik ist, wie ungemein viele 
Schätze sie dem bietet, der nicht gleich von einem trockenen SchuUeitfades 
aus sich der höheren Mathematik zuwendet, sondern sich erst einmal ver- 
gewissem will, ob man denn nicht auch ohne Lifinitesimalrechnung zu einer 
tieferen Einsicht in die Dinge, vorab in die Raumgebilde, gelangen kann. 
Und in dem vorliegenden Falle, in der Stereometrie, kommt noch des 
Verf. bekanntes Geschick, durch passende Figuren die Schwierigkeiten der 
Raumvorstellung zu mildern, zu besonderer Geltung . . . Wer die 
didaktischen Arbeiten Holz m Uli er s kennt, weifs von vornherein, dass er 
nichts Alltägliches zu erwarten hat, sondern von dem Verf. auf neuen, 
wenig oder gar nicht betretenen Wegen geführt werden wird. Diese Er- 
wartung trügt denn auch in keiner Weise. Vor allem nimmt der Autor 
den Begriff ,,elementar*% den er ja in seiner Weise auch anerkennt, in 
einem ganz anderen Sinne, als dies gemeiniglich geschieht; aus der 
folgenden Übersicht wird dies deutlich genug hervorgehen. Mancher 
Schulmann älterer Ordnung wird gegen diese Erweiterung des gewöhnlichen 



Pen sums seine Bedenken haben, von denen sich auch der Berichteistatter 
nicht ganz frei veifs; indessen weifs auch jeder Kenner der Holz- 
xnül 1er sehen Methodik, dafs ihr Wesen eben recht eigentlich darin be- 
steht, Dinge, die sonst einen ziemlich verwickelten Charakter an sich 
tragen, mit den allereinfachsten Hilfsmitteln zu behandeln und Rechnungen, 
die man für unvermeidlich halten möchte, durch räumliche Betrachtungen 
von unmittelbarer Anschaulichkeit zu ersetzen. Diesen Vorzügen wird man 
auch hier wiederum begegnen. Während in den allermeisten Lehrbüchern 
der Stereometrie das konstruktive Element nur eine *ganz unbedeutende 
Rolle zu spielen pflegt, weil man die Schüler möglichst rasch zu den Lehr- 
sätzen über die Oberflächen- und Körperberechnung fahren will, ist in 
diesem Bande den Komplanationen und Kubaturen nur wenig Raum ge- 
gönnt. Der Lernende soll im Raum heimisch werden, er soll begreifen, 
dafs man im Gebiete der drei Dimensionen ganz ebenso wie in der Ebene 
Konstruktion ausführen kann. Diesen Zweck dürfte der Verf. ausgiebigst 
erreicht haben, und zumal für den Selbstunterricht wird sich derjenige, der 
über das gewohnte Niveau hinauskommen möchte, dieses Führers mit 
größtem Nutzen bedienen. (Prof. Dr. S. Günther.) 

Monatshefte für Mathematik und Physik: Der vorliegende zweite 

Band der Holzmüll ersehen Stereometrie schliefst sich würdig seinem 
Vorgänger an . . . Die in grofsem Umfange gegebenen geschichtlichen 
Mitteilungen erhöhen den Wert des Werkes, das nach dem Erscheinen 
des dritten Bandes wohl einzig in seiner Art dastehen wird, da die 
elementare Stereometrie in so umfassender und gründlicher Weise noch 
nie behandelt wurde. 

Pädagogisoher Jahresbericht: . . . Ein solches Buch mufs man eben 
selbst lesen, und ich kann dies jedem Mathematiker, insbesondere jedem 
Mathematiklehrer einer höheren Schule, nur aufs wärmste anraten. 

Zeitsohrift des 5sterr. Ingenieur- und Architekten-Vereins: .. .Wir 

haben schon gelegentlich des Erscheinens des ersten Bandes dieses aus- 
gezeichneten Werkes die Aufmerksamkeit unserer Leser auf dasselbe ge- 
lenkt . . . Der hohe Wert des vorliegenden Buches liegt in der Fülle 
der Anregungen, die es dem Studierenden überall bietet; auch bei der 
Behandlung des einfachsten Stoffes weiCs der Verf. Ausblicke auf die An- 
wendungen, dessen das eben Gelehrte fähig ist, zu eröffnen, die zusammen 
mit der klaren und originellen Behandlungsweise stets das regste Interesse 
wachhalten. Wir erwarten mit Spannung den Schlufsband. 



